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‘Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleich-
gewichtes elastischer Systeme,

Von 8. Waellisch;~Oberingenieur der Stadt Wien,

»Aus der Marnigfalupkeit der Komwbinationen
diejenigen  auszuwihlen, welche der Sache am
besten  dietien, ist unstreitig bei der Anwendung
der Mathemati® auf slie Narurwissenschaften eine
der wichtigstenn Aufguben «

(Lrau s Yheorip combimationis )

Einleitung.

Jeder unregelmiBige Beobachtungstehder ist als die algebraische Summe
ﬁmer grofien Anzahl von linac Ifehlern anzuschon, die verschiiedenen FFehler-
uellen entspringen, Die Ursachen dieser Tehler sind so beschaffen, dad ibre
Wirl\.uugs\\(‘ht‘ von verdnderlichen Umstinden ablizangt, welche anter sich
und mit den Beobachtungen selbst in keinem wesentlichen /,ursmnmvnlmngu
20 stehen scheinen und somit so aufgefaddt werden kinnen, wie van auflen-
herwirkende Krifte, welche von Beobachtung zu Beobachtung sich dndorn
und demgemif dic einzelnen Beobachtungsresultate in unregelmiidiper Weise,
inshesondere auch in positivem und  negativem Sinne gleich wahrscheinlich
2 deformieren.

Im Geiste dieser Betrachtung kann jede Messungsprofie, sei es cine Linge
_oder eine Richtung, verglichen werden mit cinem diinnen elastischen Stahe, welcher
Yermoge der Elastizitit des Materiales die EFigenschaft besitzt, durch fuere
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Ursachen innerhalb gewisser Grenzen sich zu deformieren und nach Aufhéren
der dufleren Einwirkungen in die urspriingliche Form wieder zuriickzukehren.
Die wahre Messungsgrofie ist dann zu betrachten, wie ein Stab in
seinem spannungslosen Anfangszustande, wihrenddie mitunregelmiafiigen
Beobachtungsfehlernbehafteten Gr6fen den durch verschiedene
auBere Krifte einzeln beanspruchten und daher auch verschieden deformierten
Stab vorstellen. Bei gleichzeitigem Zusammenwirken aller dufiern Krifte aut
einen und denselben Stab wird nach Verrichtung einer Summe von mecha-
nischen Arbeiten schliefilich ein Gleichgewichtszustand eintreten, welcher der
ausgeglichenen Grofie entspricht. In diesem Zustandc des Gleichge-
wichtes und der Ruhe erfolgt im Sinne des natiirlichen Erhaltungsprinzips
fir den Stab eine solche Formverinderung und bleibt in ihm eine Spannung
von solcher Grofle zuriick, daf} die in seinem Innern in gebundener Form
aufgespeicherte Arbeit oder Energie ein Minimum wird.

Seit Jul. Rob. Mayer's Forschungen auf dem Gebicte der mechanischen
Wirmetheorie hat das Wort »Arbeit« oder »Energie« einen so achtungsge-
bietenden Klang erhalten, dafl — wie ein Gelehrter bildlich sich ausdriickt
— »fast jeder Naturforscher den Hut zieht, wenn von ihr die Rede ist«. Es
sei daher gestattet, uns etwas eingehender mit dieser »ungemein exzellenten
Grofle« zu befassen.

1. Die Theorie der Deformationsarbeit.

Wirken auf ein elastisches Stabsystem, das unserer Auffassung gemifd
mit einer geometrischen Messungsfigur vergleichbar ist, duflere Krifte in der
Weise ein, dafl sie sich gegenseitig das Gleichgewicht halten und das System
als Ganzes keine Bewegung machen kann, so treten im Innern des Systems
Spannungen auf, welche mit Ortsverdnderungen innerhalb der Elastizitdtsgrenze
des Stabmateriales oder innerhalb der zulissigen Fehlergrenze bei Beobach-
tungen verbunden sind. Indem auf diese Weise auch die Kraftangriffspunkte
kleine Verrlickungen erfahren, leisten die dueren Krifte in mechanischem Sinne
eine Arbeit, welche in der Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme
als Deformationsarbeit bezeichnet wird. Die von den auflern Kraften geleistete
Arbeit bleibt ndmlich in gebundenem Zustande als Energie im Innern des
elastischen Systems zuriick, wo sie sichin den auftretenden Spannungen aduflert und’
dadurch kundgibt, dafl sie nach dem Entfernen der auflern Krifte das defor-
mierte System in die urspriingliche Form wieder zurlickfithrt. Diese Arbeit
lafdt sich also sowohl als Funktion der auflern Krifte und der betreffenden
Verschiebungen ihrer Angriffspunkte, als auch als die Summe der im Innern
des Systems angesammelten Energie auffassen und demgeméafl auch in zwei-
facher Weise ausdriicken.

Zu diesem Behufe denken wir uns aus einem im Gleichgewichte gehal-
tenen Stabsystem einen einzelnen Stab herausgegriffen und die an den andern
Stiben wirklich tiatigen Spannungen durch Gegenkrifte ersetzt, welche an
dem herausgegriffenen Stab den bestandenen Gleichgewichtszustand wicder



— 183 —

herstellen. Dann wird eine neu hinzutretende Kraft bei dem einzelnen Stab
— fiir sich allein betrachtet — dieselbe FFormverdnderung crzeugen, wie in
Verbindung mit dem ganzen Systeme. Von diesem statischen (Gesichtspunkte
aus wollen wir zunichst die Wirkung einer duflern Kraft auf einen einzelnen
materiellen Stab betrachten, um sodann auf die Messungslinie- und den Strahl
tiberzugehen.

) Wenn sich ein gerader elastischer btab durch die Einwirkung einer
in seiner Achse titigen Kraft, einer Achsial- oder Normalkraft, von seiner
urspriinglichen Linge 1 bis zur Lange 1 4 A, ausdehnt oder verkiirzt, so
zwar, dafy die Kraft infolge der Elastizitit des beanspruchten Stabes nur
allmahlich, in unendlich kleinen Abstufungen von Null bis zu ihrem End-
werte P anwichst, so ist die Arbeit dieser Kraft oder die Arbeit einer sofort
mit ihrem Endwerte einwirkenden, jedoch mit ihrem Angriffspunkte nach
und nach von Null bis A, nachriickenden oder zuriickweichenden Kraft aus-

i;\p
gedriickt durch das begrenzte Integral S P.d
2/ 0
i
, P
Fig, 1.

Ist P die Achsialspannung des homogenen Stabes,
1 dessen Linge,
I’ die Fliche des Querschnittes,
Ap die Verlingerung oder Verkiirzung,
E der Elastizititskoeffizient der Dehnung,
so lautet die Elastizitatsgleichung:
P11
= ETF
und es ist hieraus:
P:E—lb.xpunddxpzﬁ.dP.
Setzt man den Wert fiir P unter das Integralzeichen, so crhilt man fiir
die innere Deformationsarbeit:

A > (" 1 : "
AngpP.dxp_—_Jz—P—Sp kI

Ap - d o = 5 0 ——
1 , P P 2 1
Setzt man hingegen den Wert fiir d A, unter das Intregralzeichen, so
erhilt man die Arbeit der duern Kraft:
“Xp ] F 1 1 1
— —_ — = — ¢ s ? = — .
AP_S“P.dxp EFSOP'dP 5 EF'P ZAPP
Aus dem Umstande, dafy die innere Deformationsarbeit auch in einer

Funktion der #uern Kraft ausgedriickt werden kann, geht hervor, daf die

oy




- Defor m.ltnonbmhcnt nur von dem Endwerte du duBBern Krifte und nicht vcm
dem Gesetze abhingig ist, nach welchem diese Krifte . von Null bis .
. ihrem Endwert¢ wachsen. Weiter erhellt daraus, dafd die von ‘einer Kraft
geleistete Arbeit, welche bei starren Systemen gleich ist dem Produkte aus
- der Kraft in die zur Kraftrichtung projektierte Verschiebung, bei elastischen
i Systemen nur halb so grof8 ist. '
/ 2. Wirkt auf’ einen geraden, Ll*ntlsclu*n Stab eine an einem seiner Enden
angreifende, normal zur Stabachse gerichtete Kraft, eine Quer- oder Schub-
kraft O, welche, da der von den Gegenkriften gehaltene Stab sich nicht von
‘der Stelle rithren kann, den Endquerschnitt um den der Schubelastizitat ent-
* sprechenden Betrag iy verschiebt, so dafl die in der Stabachse gelegene Faser

5 o i re Vi 3 3 é . St
- um den kleinen' Winkel v = --—I‘-. abgelenkt wird, so ist die dabei \rernchteltc. :

Auflere _.Sch-ubarb'c_it- ausgedriickt durch:

1
Aq = _2" lq Q‘
i
: { o g
z T s b oy A
v ..---..-.«_-a»--..-...--«_—‘..-....._-.--A-J
Fig. 2

: Setzt man hierin 1lir Q) den aus du Elastizitatsgleichung fiir Schiehung
- sich ergebemlen Betrag: :
- Q= et _
“worin. G- den Gleitmodul oder den Elastizititskoeffizienten. der Schiebung
:"_.hedt,utet 80 erh.ilt man die innere Deformationsarbeit.

W ; " E-iF K :
g Hiczu ist die Bemerkung zu machen, dal die Stabachse nicht cine Biegung
‘wie ein an einem Ende eingespannter Stab, sondern eine Drehung erfahrt,
da nach der Elastizititsgleichung die Querverschiebung i, der Stablinge beis
irekt proportmnal ist, daft aber diese Drehung blof} als die Folge der elas=
tischen Schubwirkung aufzufassen, nicht ‘aber zu verwechseln ist mit den
_dy_namlschen Bewegungserscheinungen . eines an einem Ende gelenkartig be-
festigten und an seinem freien Ende von einer #uBlern Transversalkraft bean-
‘spruchten Stahes,.welcher keinen clastischen Schub sondern cine d)’"; '
namische Ablenkung erleidet. 8
. 3) Was fur ‘Achsial- und Querkmfte gilt, findet auch auf beliebig -
-:gerichtete Krafte sinngemaBe Anwendung. Wirkt auf einen geraden elastischen
itab eme Kraft R deren Rlchtung im Allgememen genelgt ist zur Stabachse. ;




Fig, 3,

und deren Angriffspunkt im Schwerpunkie des amen Eodaguerselmines liegt,
SO wird der Stab nicht nur in seiner Linge verindern, sondern aieh gedrehi,
Denn denkt man sich die Kratt R in zwei Nompuonenten zerleet, und 2w
in eine Achsialkomponente P ound in cine Cuerkomponente () <o hewirk
v'\‘iie erste cine Lingsverschichung 5, dic zaweite cine Querverschiehung s, un
G5 st die Deformationsarbeit der sehiel gerichteten Resultierenden & uleich

i
1
i

der Summe:

PoE . Ll IF
A=A + Ay == 9 | Ap ot 9% 1

4.0 Treffen in einer licke mehrere Stibe zu<ammen, so st die Defors

Mationsarbeit aller dureh dic datern Keafte in den Stithen geweelaen Wider-
stinde olcich der Summe:

: 1 EF l S L

U F Ahmeg F S0 + g B oo
- Welche Arbeitssumme den geringsten Wert evlangt, wenn dabei die geringsten
_l"'urmnm.lvrungcn und  zugleich ie geringsten Spanpungen  erzeuagt werden,
was offenbar im Zustande der wieder cingeteerenen Robe immer der Fall
SSein muR. Bs wird also nach beendeter Deformation dic in den stihen des
elastischen Systems verbleibende Energie dicienive scing welehe dic: Sumne
der mit den entsprechenden Flastizititstakoren multiplizierten Ouaedrate der
At die Kraftrichtung projezierten Verschichungen za cineny Minimum macht.
Dicses Prinzip gebt unmittetbhar hervor ans dem - Lehrsatz von der
Kleinsten Arbeirs, der von dem franzisischen Nagitin YV ene im Jalne 1818
Entdeckt worden ist, den aber erstoim fabre 1875 Castigliana in seiner
' Diplommli.-‘-scrlatinn als Ingenieur in Twvin zom erstenmale soenge bewicsen hiat,

- I Anwendbarkeit des Prinzips der kleinsten Deformations-
arbeit auf geoddtische Operationen

. Vergleicht man ein geametrisches Liniengebilide, 20 1 cine Messungs-
Nlinie, einen Polygonzug oder cin ‘Triongalicrungsnetz, mic cinemt clastisehen
Systeme: cinem Ballken, einem Gitterirdger oder cinem Fachwerke, so lassen
Sich an der mit unregelmifiigen Beobachtungsichlern hehatteten Figur analoge
Erschcinungcn beobachten, wie an ecinem von duern Krihen ln,‘;11151)1‘ucl1t",n
'-_'Stflbsystertlc Ahnlicher Form, wobei die gemessene Linge oder die beobachtete
'TR:iChtung dic in der Stabachse gelegene Faser vertreten. Die Ursachen  der
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53 Lﬁngunfehlcr stellen dann die in der Richtung der Stabachse w:rkendeﬂ
- Achsialkrifte dar, wihrend die Ursachen der auftretenden Winlkelfehler oder:
der Richtungsabweichungen an Stelle der Querkrifte treten, Tiir Biegungs
momente hat man in der praktischen Geometrie kein Analogon, weil -geome:
~ trische Linien wie Stibe von unendlich kleinen Querschnittsflichen, also wie |
- Paden aufzufassen sind, welche keine Querschnittsverdrehungen erleiden. Di¢. .
Resultierende der Ursachen aller an “einer Scite oder Richtung wirkendett
“Messungsfebler ist somit wie eine im allgcmemen schief gegen ‘einen geraden
“Stah, aher durch den Schwerpunkt eines Endquerschnittes gehende Kraft 24
-._--betmchtcn, welche sich nur in eine Achsialkomponente und cince Querkompo-
~ nente /,ulcgcnl’im, aber kein Bicgungsmoment erzeugt, Demgemifl entspr echen
die an’ den’ Sciten und Richtungen einer geometrischen Messungsfigur anzu-
bringenden Verbesserungen, welche die durch die begangenen Messungsfehles.
_deformierte Figur in ihre natiirliche Gestalt wieder moglichst zuriickzuftihren
~ haben, jenen Verrilickungen, durch welche die innern Achsial- und Quer-
widerstinde berwunden werden sollen: Hiebei sind die Achsialwiderstande
© je nachdeni sie als' Spannungen oder Pressungen (Zug oder Druck —- Ver
*lingerung oder Verkiirzung) sich #uflern und die Querwiderstinde, je nach-
dem sie in dem einen oder andern Sinne drehen,. posltt\* oder negativ m_.,_
Rechnung zu nehmen. - '
intsprechend  dieser Vorstellung tmt man sich auch zu denken, daf
- bei chm Ausgleichung von Beobachtungsresultaten innere bp.nmungm wach-
: "p;(,ru{(,u werden. Mit diesen Spannungen, welche im clastischen Systeme d“'.'
"..‘I\«Iatcrmlbt anspruchungen crzeugen, konnte man in geometrischer Bedentung
©_den einer. zwangsweisen Anderung ciner Beobachtung entgegengesetzten mord-
f.llachw Widerstand oder die durch die vorzunchmende Anderung aufzuwen-
~dende Anstrengung oder kurz den »Zwang« bezeichnen, den man einer geo=
“metrischen Messungsfigur durch Anderung der Messungsgrofien antut. So Wie
f-'_dle Matu-:albcam;nuchung im elastischen Systeme im duflersten Falle cinen -
‘Bruch herbeitiihrt, bewirkt eine bermaBige Ander ung der Bcnhachtuugegxhﬁt’n
—eines  Messungssystems  die ‘Unvereinbarkeit mit seiner wahren natiirlichen
(estalt; was inder F estigkeitslehre die zulissige- Mntu:ﬂhmnspruchung hf‘“il‘“-.-
-.-Ibedcutet im Vermessungswesen die zulassige Fehlergrenze. :

. Die. durch irgend ein Ausgleichungsverfahren in. einem Imwnsystcmt{.f
staftﬁndenden Verinderungen #Aufern sich also nicht nur in den vollzogened
Ptlnktverschiehungm allein, sondern auch in den, allen Bcnbachtung“mcke '
zukommendén bp&nnun;\w oder Zwangszustinden, Man kann nun. eine
Messungsﬁgm' durch Anbringung. verschiedener Verbesserungen verschieden
dﬁfﬂrmiu'cn. d. h. man kann nach w;qchiodmcn Pﬁl‘h:l])ll.n ‘lusg,,lmchen, aber
es. Wetden dann nach jedem Verfahren andere V L“[“sCh!(“bLll‘l;.,(.,ll und ‘andere
: ’SPI‘HTIU“gBu oder Zwangslagen von verschiedener Glite eintreten. Unter allen:
miighciwn Aubgluchungsmethodm wird nun diejenige der T heorie der klcuwstbﬁf_l
_,.Defnrmauoasarbut,_ somit auch dem Ausglelchungqg,eg,cn»mndc am bc»te_'
: | ll‘re der Glelchg,twwhtslag{. mi gllchut naht,liwende, ‘ayqtcm
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- Bestaltung oder die natiirlichste Formvertinderung  der Messungsfigur
erzengt, was offenbar dann der Fall ist, wenn das geometrische System wic
_&in elastisches behandelt wird, d. h. wenn sowohl die vollzogenen Verschie-
‘bungen, als anch die zuriickbleibenden Spannungen gleichzeitig solche Werte
annehmen, daf die Summe ihrer Produkte ¢in Minimum werde. Nich'

“.ﬂ“cin das smiglichst nahe Licgene ist s, was das System am
Peﬁtt‘n verindert, sondern gleichzeitig auch der cweringste
Zwangs, der ihm dabei an petan wird

(zeschicht doch das Auftreten und der Verlauf aller Vorginge in der
- Natur derart, dafl der nattirliche Zustand moglichst ungeindert hestehen hleibt,
dafl der urspriingliche Zustand zwangweise sich nur so wenig als miglich
Condert und mit dem Aufhéven der aufern Finwirkungen, welehe die aufye-
~oZWungenen Verianderungen herbeipefithrt haben,  der bestandene, natiivliche
Zustand sich wieder cinstellt. Es ist ein den exakien Naturwissenschatten zu
Grunde licgendes Prinzip, dafd die Wirkung jeder Ursache ciner Zustands-
_-'ﬁ"flcmng so gering  als miglich ist, indem  dic Nator jeder Anderung des
Yon ihr hergestellten Gleichgewichtszustandes widerstrebt und hei gewaltsamen,
das bestehende Gleichgewicht stirenden Eingriffen den Liirzesten und
schnellsten zum Zicle fiilrenden Weg cinschbiet, um diese Anderung voll-
flihren zo Tassen. Kurz, es liegt in den allgemeinen Naturgesetzen hegrimdder,
~daBd bei allen durch natiivliche Krifte besorgren Verrichtungen stets e g e
‘Tingste Arbeit geleister wird. Schwingende Bewegungen pllanzen sich
Wl den kiirzesten Weg, geradlinig tort; das flielende Wasser sehligt von
selbst immer die Linic des g@iiiten Gefialles cing der freie Full, der Wy,
- dic Planetenbewegungen u. s, w. sind Beispiele 1 das Prinzip der misglichsien
"'EThaltung des Naturzustandes, auns welchem das nmechanischie Pringip dey
- Kleinsten Arbeit unmittelbar entspringt.

Angewendet aut die Ausgleichungsrechnung ist dicses Naarprinzip der
“Ausdruck dattir, da die Formianderungen ecines Messungssystems zutreffend
: ~sind. mit denjenigen, welche emtreten witrden, wenn das System cin clasusches

cwire. Wird daher  dieses Prinzip aut die Losung von Aualgaben der Ans-
gleichungsrechnung angewendet, so hat man hiefiiv den natiirlichsten \Weg
.bl’!tl‘t‘:t(m, ob cx gleich zugegeben werden muld, dald er ekt immer auch der
Cinfachste und bequemste st Wenn es sich aber gy it ol Ceabier
2 reden - sum Feststellung der Walwheit handelt, darf Bintachheit und
.-'»Ht.?qucmlichkcit der Rechnung nicht anssehlaggehend seine

Da nach diesem Urinzipe die Summe van Produkten zu cinem
Minimum gemacht  wird, so sci der der Ausgleichung 2o Grunde licoende
R(:chnungﬁvm':;{:nm als sdie Methode der Klemsten Produlies henanng, welche
aueh als cine Verallgemeinerung  der Methade der Kleinsten: Quadrate be-

- zeichnet werden kann.
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III. Beziehung der Methode der kleinsten Produkte zur

Methode der kleinsten Quadrate.
Setzt man in dem Ausdrucke fiir die Deformationsarbeit

, 1 EF 3 b e GF 0
W e M L E L Tt
MrsZ oy R |
an die Stelle von 2, die Lingenverbesserungen v' und an die Stelle von i, di¢
‘durch  die Richtungsverbesserungen  v,. bewirkten Querverschiebungen

r

g ;:‘——-é-—’q worin ¢ den Ubergang von Bogenmaf. in Gradmafl herstellt;

filhrt  man iiberall den konstanten Querschnitt ' = 1 ein’ und ersetzt man
+ die Elastizititskoeffizienten £ und G, das Maf} der elastischen Ausdehnungs-
fahigkeit des Stabes in Bezug auf Dehnung und Gleitung, durch das in der
© Geodasie das Genauigkeitsmal  einer Beobachtung ausdriickende €ewicht py
~welche Zahlen den im gleichen Sinne auf die- Verschicbungsgrisfie einflufl-
nehmenden Faktor darstellen, so erhilt man unter Einfiihrung der G aufy’schen
- Schreibweise fiir Quadratsummen  die allgemeine ‘Arbeitsgleichung in der Form

ga b TP v bifip oy 4* 3
Tl = 2[* e

Od(‘l‘ a I”l"llll,lﬂt‘
. I I _._‘i- b |
9‘, e 1 ]

und die Minimumsbedingung fiir die Methode der kleinsten Produkte:

I') v v .
.,iw = nn.

Die Mcthode der kleinsten Quadrate verlangt, dafl die Summe der Qua-
. drate, beziehungsweise die Summe der mit den Gewichtszahlen multiplizierten
~ Quadrate der Verbesserungen ecin Minimum werde, nfimlich: [p v v|] = min.

Der Unterschied zwischen beiden Methoden besteht nun im wesentlichen
darin, daf dic Methode der kleinsten Quadrate die Quadratsumme der ab-
. soluten Verbesserungen, die Methode der kleinsten 'Produkte hingegen die
‘o« Summe der aufl ‘die Lingencinheit reduzierten Quadrate der Ver-
.. besserungen zu cinem Minimum werden 1aft. Man kann diesen Unterschied

“auch in den Gewichten zum Ausdrucke bringen, Setzt man —%)w = r und

‘nennt man = dic reduzierten oder natiirlichen Gewichte zum Unter- -

schiede von den absoluten Gewichten p, so erscheinen beide Methoden
_in ihrer mathematischen Formulierung vollkommen gleich, denn die Ausdriicle
{p v v] und [z v v] unterscheiden sich dann nur durch den numerischen:
~ Wert der einzelnen Faktoren. Es erscheint sohin die Methode der kleinster
“Quadrate insofern als ein spezieller Fall der neuen Methode, als sie von der
direkten EinfluBnahme der Beobachtungen Abstand nimmt. Man konnte aber
“auch umgekehrt die ncue Mecthede gewissermaflen als cinen speziellen Fall
“der Gauf¥'schen Methode ansehen, indem zu der bedingungslos aufgestelltent
' I*.p__u_'_clcrung, des ymuglichst nahe Liegens« die Erfilllung einer speziellen, von
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~den Beobachtungen oder von dem Fehlergesetze abhingenden Nebenhedingung,
die Forderung des sgeringsten Zwangess hinzuritt, Imo Vermessingswesen
(Geodasie und Astronomic), wo es =ich nor ume Lingen und Richtangen
handelt, werden beide Methoden nur in dem einen Falte identiseh, i dern
- die Langenelemente samtlicher Beobachtungspraien cinander gloch sind, also
Sowenn diberall gleiche Seiten- oder Strablenlingen in Betaeln Lommen,

In der praktischen Geometrie empfindet man hei Musgleidhungen von
Langenfehlern die Nichtberticksichtiging des Langencinflusses umsotehr, joe
griiBBere Verschiedenheiten die in Betracht kommenden Fingen verliilimsmatiy
aufweisen, Der Geometer sucht sich ither dicse Schwicrigheit dadureh hinwoge
tuhelfen, dafd er cin der Natur der [ingenmessung sich anpassendes Fehler-
gesetz anfzustellen bemiitheist, um s der Ausgleichunesrechnung als Bedmpung
zu Grande zu legen und so den Finfhfd der Verselbicdenhern in den Sciten-
langen indirekt in Berticksichtigung zu zichen. Man hat umitassende Versuelwe
angestelly, um auf empirischem Wege cin mit dec Watheschemlichbeitstheaori
im Finklange stehendes Fehlerverteilingsoesets, o kansoueren and dait die
Methode der kleinsten Quadrite mit dem cdiberadl Betriedioenden Verfahiven
~durch Proportional-Verteilungs in Ubercinstimnnimg au beingen, Ao die
vielen auf diesem Wege erhaltenen und 2om Tl aueh wnddich ebranehien
Vertci]un;;‘sf'ormcln, wie: al; a2 ¢ bl oa Fpoal b b boae
L al + bl% Va4 bl 4 e wosoow. Jassen erkennen, dalt die Frave nichi
definitiv gelist ist, oder viclmehr auf diesem Wege nicht gelose werden kann.
’EH gibt demnach, sagt Prof. Dr. K. Reinhertz, lem durch cine cinlache
Formel ausdriickbares und allgemein fiir jede belichige Tiingemmessung gilnges
Gesetz fiir die Anordnung der Lingenmessungsfelder obne FErgehiisse der
M(.-ssung der Bonney Basis, in Zeitsehv, {0 Verm, 1896, P Nusoleiehuneen
von Richtungsbeobachtungen sind die Strablenlingen el olme weners zu
vernachlissigen, soll die Feblerverteilung in natiirheher, govechver Wese ore

folgen. Nimmt man beispiclsweise die Verteilung odes Winkehwiderspruches
beim Dreicckabsehlusse vor, so wird der Winkehwidersprueh naeh der Methode
der Kkleinsten Quadrate auf alle drei Winkel zu gleichen Teilen autpetlr,
Man kann sich aber dabei der Emptindung nicht versehlicBen, bei sehr spizen
Dreiecken nicht ganz unparteiisel vorgegangen zu sein, mdem man den spitzen
Winkel am wenigsten geindert schen michte, i er sonst die thim gegendibier-
licgende kiirzeste Seite, dic ja aueh dirckt gemessen sem Lann, inungereelit-
fertigter Weise zu viel in Mitleidenschalt zicht. In ungeniigender Kennimis
des natiirlichen Fehlergesetzes kiinnte da die Einfihrng von Suahlenge:
Wichten der Ausgleichung zum Vorteile gereichen. Har doch I Reinlierys
das alimihliche Abnehmen der Fehlergroiie mit der Strahlenkinge qus sener
reichen Erfahrung bestiatigt und ist dabei 2o folgendem Sehlusse pelangt
I_'Fallt hei rationell gestalteten Netzen der Gewichisansatz i allsemeinen von
selbst weg, so konnte man dagegen Dei stark alnveichenden Strahlenkingen
die Einfihrung von Gewichten in Frage zichenc (IKinige Bemerkungen iiher
Kleinlriangu]icrungen‘ in Zeitschr. £. Verm, 18820 50461 Wird nun nach
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der Mcthode der kleinsten Produk te ausgeglichen, so wird diesem Umstande
“insofern in befricdigender Weise Rechnung getragen, als durch die Anwendung
_des'Prinzi}”)s der kleinsten Deformationsarbeit, wonach die Forménderung nur.
von der Einwirkung der Fehlerursachen, nicht aber von dem Fehlerfort- -
pflanzungsg ¢ s e tz ¢ abhingt, auch das ganzeA'usgleichungsvcr'f'{ln'cn von vorne-
~herein unabhiingig gemacht wird von dem unbekannten Gesetze, nach welchem.
' die Fehlerursachen bei Langen- und Winkelmessungen wirksam sind, und
demgema die Ausgleichung so erfolgt, wiec wenn sie nach det
Methodederkleinsten Quadrate,jedochunter Zugrundelegung
ceincs  natlrlichen IFchlergesetzes und dcmentbprechcndcfl.
~Strahlengewichte vorgenommen worden ware. :
In den tolgenden Abschnitten sei die Methode der kleinsten Pmdu]\tc i

an hesondere ltillcn der ;\u«.glamhungsru.chnung in Anwendung gebracht.
; (Fortsetzung folgt)

| Erganzung der Spezmlgesetze, um dieselben mit den
Vorschriften riicksichtlich des Katasters und Grund-

buches in Einklang zu bringen,

: Von Friedrich Gosthe, k. k. Obergwmeler i

3 f

/ ic allgemein bekannt ist, bietet der Kataster mit seinen ]\I.tppcn in den:

meisten Verwaltungszweigen oft die Basis z2u Amtshandlungen und 2zt

Verfiigungen, dic auf Grund verschiedener Gesetze und Verordnungen erlassen’

werden: Unter diesen will ich nur auf die viclen Gesetze beziiglich der

.'-‘tgt,rwrlbcil(,n Operationen, die Gesetze beziiglich Anlegung neuer Grundbiicher,

- ferners auf die bezugnehmenden Verordnungen und Erlasse der ecinzelnen

- Zentralstellen hinweisen, die heute awar einen schon ganz bedentenden

“ Umfang angenommen haben, in der Praxis aber in vielen I'allen dach mcht o
 das erreichten und. erreichen konnten, was sie bezweckten.

_ Die Hauptursache in letzterer Hinsicht diirfte wohl die sein, dat eben
. diese Verordnungen in vielen Fillen ohne Mitwirkung des hiedurch tangierten
zweiten oder dritten Verwaltungsaweiges 7usammcngc%tdlt und hmmsgcgobu’l_
. wurden. : ;

- D'u. Iwuionzhdltung,zsrru-.uu ist nach den Worten unseres Memomndumn;-
‘wohl eine der glicklichsten Schipfungen auf dem Gebicte der (:e%tzgeh'-lllia':.
und tief cinschneidend in. die wirtschaftlichen Fragen der, grundbesitzenden
;f.Bt,vl‘:lkcrung ‘Es findet daher unter Jetzterer auch {iberall den lebhaftesten
Anklang und’ immer wieder werden Stimmen laut zu- intensiveren Anwendung
<er darin enthaltenen Bestimmungen, wie Herbeifthrung der Ubereinstimmung
des Grundbuches mit dem Kataster, Vermarkung dgr Besitzgrenzen, Neo-
ermesmn;{en otc: : ; A _

o Leider gibt es- j{.dGCh andere  Gesetze, die unserem Evidenzhaltungs:

esetze \md ‘acmen anlzug*%})cx;tln1nlung(}ll nicht dzc buabqacht;;,te Wirl\ung
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Von S. Waellisch, Oberingenieur der Stadt Wien,

( Fortsatzung),

IV. Ausgleichung direkter Beobachtungen
Licgen wiederholie Beobachtungen ciner und  derselben Gorille vor,
Z. B. mchrere Messungen 1, 1, Lo 1 einer Flinge | and sind die Differenzen

], e ’1 e \'1
[. Iy = vy

L= 1, = v,
die an den Beobachtungsgrifien anzubringenden Verbesserngen, so-erkelint
tlas Prinzip der kleinsten Deformationsarbeit dicjenige Linge als den natiirlichsten
Mittclwurt, 21 deren Erlangung durch Zuriicktiihrung der deformierten Liingen
div(! gcril‘]g'stc l“(‘)ﬂ]]ﬁl]d(.‘['ungﬁurl“““ criovderlich ist.
Die zu den cinzelnen Lingenandenmgen avtzuwendenden Arbeiten sind
1 I)l P 1 (I» ) b ,|):I

Ap =y 3 NTT oy g

1 P . | (L 5 |:)‘
Ay = et T oy P

1 b, 1 (L= 1, )
An e _.«5_ ]; Vi~ = ‘Ej: 1)“ :-1 5

-
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Sollen die Verschiebungen oder Verbesserungen v = L. —1 die D¢
formationsarbeit 9 zu cinem Minimum machen, so ist der Differenzialquotient

~der Atheit nach der veriinderlichen 1 gleich Null zu setzen, das gibt, dit -
konstant ist, die Differcnzialgleichung

d ¥ I
= 1] =0

somit ist

_ L {p] = [pl]
- und
[ dml,
S - sl [p]
d. i das allgemeine arithmetische Mittel. 3
- Fir gleich genaue Beobach ungen ist p == 1, [p| = n und

1 et
n

d. i. das einfache arithmetische Mittel, :
Der ans der Methode der kleinsten Produkte berechnete Mittelwert ist
daher mit dem aus der Methode der kleinsten Quadrate hervorgehenden

carithmetischen Mittel identisch, welches sohin unter: allen. moglichen

‘Mittelwerten zugleich auch der natfirlichste ist.
Die Regel von dem arithmetischen Mittel gilt jedoch nur fur dic Be-
obachtungs gro B e n selbst, nicht aber auch filr deren Fehler, die, um Null

herum licgend, tcils positiv teils negativ auftreten. Wenn cine Anzahl D
- wahrer Beobachtungsfehler v, v, v, ... v, vorliegt, so wird nicht das arithmetische

. Mittel, auch nicht das durchschnittliche Mittel, sondern derjenige Mittelwert
. als der beste erklart, welcher nach der Gleichung

gebildet wird und welchen G au(L in- die Ausglexchungsrcchnung nach der
Methode der kleinsten Quadrate emgefulut und den smittleren zu fiirchtenden
e Fehler« genannt hat. Von diesem mittleren Fehler, der s1ch besser wic jede!

.gelingt, »diese Wah! eines Genauigkeitsmafies als notwendig nachzuweisen .
Gaufl selbst spricht sich hierliber: wie folgt aus: »Wenn jemand den Ein-
o ‘wand erhehen wiirde, es sei dieser Grundsatz oline zwingende Notwendigkeit
- willkitrlich - gcwahlt so werden wir gerne zustimmen, da diese Frage der

WIssermaBen willktirliches’ Prinzip ecingeschrinkt werden kann,«
. Wir wollen nun versuchen, diese fiir- das gesamte Vermc,ssung,qwcw‘_ i
_:__ﬂberaus chhtlge Formel nach der Theorie des Gleichgewichtes elastischer
Systeme. a,bzuielten und 50 dcren qtrenge Gﬂ!ngkelt auf mechamscham WC‘{-I“-
achzusﬁrelsen. e e . "

:.--'.andere zu Genanigkeitsbestimmungen' eignet, sagt aber Jordan, dafs man,
seine Einfihrung wohl als zweckmissig darstellen kann, daB es jedoch nicht =

. "Natur der Sache nach etwas unbestimmtes enthalt, das nur durch ein g.c'.- e
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Betrachten  wir zu diesem Dehule cinen geraden, clastischen Stah an
Stelle ciner gemessenen Linie oder ciner beobachteren Richtnng, welche dann
die in der Stabachse gelegene Faser vertreten, so lassen sich die wahren
Iimbachtungsll.‘hlcr wie die Lings- oder Querverschichungen cines von Achsial-,
I'M‘—zichungswcisc Schubkriften  beanspruchten Stabes autlassen. Bezcichnen

LA R S die positiven Fehler von der Anzahl

vieev, v die negativen Fehler von der Anzahl

(21' (23' & % a (JlLl(li(‘ ])Hrii[i‘.('ﬂ INridte,

QuQ, . . . Qu dienegativen Kreitte, welche cinzeln diese FFehler

oder Deformationen  vertursachen, in ihrer Zosammenwirhung aber iheer un-
gleichen Grifie und Anzahl wegen nach dem wieder cingetretenen Gleich-
gewichtszustande im allgemeinen eine Ablenkung  von der urspriinglichen
Ruhelage bewirken, (welche Ablenkung dem Unterselicde des Mittelwertes
von dem wahren Werte oder dem wabhven IFehler des Mittels sleichkommty;

ISt ferner
I, die Liange des o Vergleieh gezogenen Stabes,

I die IFlliche des Querschnittes und

p der Ldastizititsmodul  der Dehnang oder Gleitng, je nach-
dem  es sich um  dic Beanspruchung  von  Achsial- oder Sehubketifien
bandelt, so besteht im Zustande des Gleichgewichtes zwischen der ulderen
und inneren Arbeit die Gleichgewichtsgleichong in iheer Allgemeinheit :

(/J vl = !

D
)L vl .. )

Denkt man sich die p positiven Krétte QO und dic v negativen Kedilte O]
dic alle von verschiedener Grofie sind, durch  ebensoviele, aber durehnus
gleiche Krifte 12 ersetzt, so dafy die p positiven Krdfte P oound die v negativen
Krifte P die gleichen aber entgegengescizt gerichiteten Verschicbungen - m
und -~ m von der resulticrenden Gleichuewichtslage des deformiorten Stabes
Lerzeugen und daher in ihrer Zusammenwirkung an dem vorhandenen Gleieh-
gewichtszustande nichts fdndemn, so besieht in diesem Falle, wenn o 4 v == n
gesetzt wird, die spezielle Gleichgewichtsgleichung
pk
e
Es stellt dann nicht nur die Kraft 17 den nadiclichsten Mittehwert der Keafte

n.Pm = n m* . .. . D

Q dar, sondern cs ist zugleich auch die der Mittelkvade £ entsprechende
\s'erschi_cbung‘ m der natiirlichste Mittehwert aller Versehichungen v Da (e
Wahl von PP und m so getroffen ist, dall sich an dem Gleichpewichtszustande
nichts 4dndert, also auch dic Summe der dnleren Arheiten nicht, so st dje
Summe aller Produkte Qv gleich dem n-fachen Produkte 'm oader os st
die Arbeit der Mittelkratt ' ogleich dem arithmetischen
Mittel der Arbeiten aller Einzelbkrifte Q und es besteht die
Beziehung :
| vl = . 17

welche mit Bezug auf die beiden Gleichgewichisgleichungen (1) und (2) zur

Relation



& ganias

j O : ?
'f_uhrt woraus - der natiirlichste Mattclwort der Beobachtun;,'v .

A fehler oderider Gauf'sche mittlere Fehler

m =4 ‘/L‘_’Bﬂ :

“erhalten wird.

V. Ausgleichung beding'ter Beobachtungen.

a) Ausgleichung von Lingenmessungen. !
Es sei in ciner Geraden von unabinderlicher Linge L. ein Teilpunkt
" eingemes en, der van den heiden Enden der Geraden dic gemessenen Ab-
stinde I, und 1, habe. Infolge der bei der Lingenmessung gemachten un- -
‘vermeidlichen Fehler wird sich ein Widersprnch o ergeben, so dafs die
Gleichung besteht:
; =L+ L+ o
- Sind L, und L, die verbesserten Teilstrecken; also L, + L, = 1, die an
den gemessenen [.ingen anzuhrmgenden Verbcqserungen somit
v, =L, — 1 und vy =Ly —.1;
s0 ist es Aufgabc der Auagluchungsrechnung, den L angen\wderspxuch w S0
© zum Verbchwmden zu brmgen, dafl der Bedingungsgleichung

i D) 4+ Iy — L) =v, + v = o .
; ','Gentlge gelemtet wc.rdc Da diese Gleichung zwei Unbekannte enthalt, SO
- kann sie nur durch Eintilhrung einer weitern Bedmgung gelsst werden.
- Die Methode der kleinsten Quadrate verlangt unter gleichzeitiger Annahme
 des ’Quadmtwurzelgesetzes« und Einfithrung der aus diesem Gesetze ab-
~ geleiteten Gewichte, dal die Summe der mit diesen Gewichten multlphznentcn ;
- Quadrate der Verbebserungcn ein Minimum werde, woraus dann das »iiberall
~ befriedigende Proportional-Verteilungsverfahren« selbstverstandlich resultieren
muB, indem —~ der mittlere T,angenmcqsungsﬁ.h]u proportional der Quadrat-
wurzel der L#nge wachsend .m;.,ennmmen — das Gewicht einer Lingen-
f.;'mcssung umgekehrt proportional sein mufl der Lange selbst, Die Methode
_ der Kkleinsten Produkte hingegen fordert, dafl die Summe der auf die Lingen-.
einheit reduzierten Quadrate der Lingenverbesserungen ein Minimum werde, i

n'!lmlmh
i _.[u_]_= (I.-l—~11)‘ +,(L, — 1)
: LL L, 4%
_',_-_let‘erenawrt man nach den heiden Verinderlichen 1, und 1, so erhalt man;
die Diﬁ“erenzialgleichung i

B L;. 1l
ko [ Ll" ol o g _
"qlge_des anu:hens der Bedingungsgleichung sind die lefercnzmle i und

_wht tinabhangig von: mnander Dnﬂ'ercnziert man daher dze Bedmgungﬂ"

= min.

by, =o
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gleichung nach den beiden Veriinderlichen 1 und 1y und multipliziert sic mi
dem vorliufig noch unbestimmten Norrelat L, so erhitlt man zunichs

N {(1 ll 4 (l]’) == ()
und wenn man die Koeffizienten der gleichen Differenziale cinnder gleich-
Setat, die Korrelatengleichungen :
[ [ | I,

Iy = ! -
I I
Substituiert man die daraus hervorgehenden Verhesserungen
I~ 1, == — kL, und [, l, == k1.,

M die Bedingungsgleichung, so ergibt sich die Normalgleichuny
kil 4+ 1.,) = w

und hicraus

V. tn (4]
N —— —
e 40 = L.
Somit sind die Verbesserungen
tn
I | ==y, = [ bi
(0]
Ly ==y == vy = i L.

fas heifdt, die Methode der kleinsten Produkte verlangt dic Verteilung des
L"ingenwitlvrspruches proportional den Lingen, gibt also divekt ohne Zohilte-
MNahme von Gewichten dasselbe Rosultat, welches die Methaode der kleinaten
Quadrate erst durch die Annahme cines spezicllen Fehlergesetzes und unter
Einﬁihrung der entsprechenden Gewichte lictort. Jodes andere Felilergesetz
wiirde npach der Methode der Kleinsten Ouadrate abweichende wnd  daher

unrichtige Resultate ergeben, woraus hervorgeht, dafd die Methade der Eleinsten
Quadratzc nur unter Zugrundelegung cines der Natur dee Messung angepaidten
Fchlu:rinrt;‘)ﬂnnzungsgesc‘:tzes natiirliche  Resaltate Hetert und dann aueh mit
der neuen Methode vollkommen dibereinstinnmi. Damit erscheint die Anwenduny
der Theorie der kleinsten  Deformationsarbeit aul geodiitisehe - Operationen
Zu mindestens in demselben Made gercehttertigy, wie die Anwendung des
- Mit der Methade der kleinsten Quadrate verwandten mechanischen Prinzips
des kleinsten Zwanges von Gaufl.

b) Ausgleichung von Winkelmessungen.

In einem Dreiecke seien alle Winkel gemessen,  deren Summe mfolge
unvermeidlicher Beobachtunpsfehler der Bedingung des Dreiecksabschlusses
R A L
hicht voll Geniige leistet, sondern cinen Winkelwidersprueh w aufweist, der
- durch Verteilung auf die drei Winkel so getilgt werden soll, dafd er mit den
- drei Winkelverbesscrungen die Gleichung crfiille :

Sk Ve - v;,_,s + v}, T,



A rt:r ¢ j fe : B

Jede Winkelverbesserung ist die Differenz aweier Richtungsverbesserungen.
- Bezeichnet man dic Verbesserungen der im Dreieckspunkte A beobachteten
~ Richtungen rund . mit v, und v, und analog dic Verbesserungen dler in
B und C heobachteten Richtungen mit v.und v,’, beziehungsweise v, und v,
80 sind die Winkelverbesserungen :

Vo = Vp ~-7._,v.,‘,-

v = Vc e V.‘
ﬂ P i
V}! = Va— V¥V

und es besteht die Bedingungsgleichung flir die Iuchlungsvcrbes-mungvn
Vat Vp o Ve — V! — 7! — v' = @
Da in diesem Falle Verdrehungen, aber keine I,tinng-rs‘chicbungcﬂ

stattﬁnden, so sind in dem allgemeinen Ausdrucke [*w—] ftir v die durch

lv
- die Rlcht_ungsverbesserungcn Vi bc_wu'ktcn Querverschicbungen v == '"";'r'
- setzen. und man hat flir gleiche Genauigkeiten (p = 1 ) 'die Minimumsbedingung

+ in der Form:

2l

_ [1v, v,] = min.
und, indem man fiir 1 die entsprechenden Druecksseltcn a, h, ¢ setzt, die
Dnﬁelenzlalglenchung 72
@ (vadvw 4 v/ dv,) + b (vadvy, + v dvy) + c (Ve de + v/ dve) =
-'l_Dle Bedtngungsglelchung nach allen Vt.rﬁnd:.rl;chen differenziert und mit dem
j:'__-'Korrelat k mult;phzxcrt, gibt :
ey k (dve + dvy 4 dve — dv., Bt 1) T dv )
ferner die Karrelatengiexchung:,n :
kmav.-bvbmcv.,_-mavu:mbv.,:%cv‘.- 3
 Substituiert man die daraus her vorgehenden Verbesserungen in die Be-.
dmgungsgletchung. so erhdlt man die. Normalgleichung : :

k LSS 4
~und hieraus:
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Somit st A Ik | ! R
Vg = — V, == == Vv ot | )
l i “ ; ( bl
% v, . | | ] | %
b= — ¥, = —— und vy =k :
' ' b 3 ( ¢ Bl )
k I I3
Vi Bim v, B e Vo = L'( | | )
2 C ’ fiL 3
Bildet man das Verhaltnis: Vg ah 4 o
vy b e -
2 Ta)
und analos die Verhilenicen 3 v _ _
analog die Verhiltnisse = und yr B0 erhiilt man dic Doppdglechung
il (e
V“ l{: \',l,

- »

(l) ::{« c) Dbfc 4. a) ¢ (a = b

welche  die \’mtcllunu des Winkelwiderspraches im Verhalims zu den dres
- Seiten darstellt, In Worten: avsgedriiclt Tantet das Resultat: Die nadiirlichste
CGestalt des Dreicckes wird dureh cine solehe Verteilung  des Winkelwider-

pruches erzielt, welche den Produkien aus der geocniiberlicgenden Scite in

die Summe der beiden anlicgenden seiten proportional vorgenommen wird,
; Damit erscheint eine speziclle Auigabe gelist, welehe Profl Dr Reinher s
. In seinen »Bemerkungen iiber Kleintriangulierungen < alloemein wie lfolgt ge-
Stellt hat: s Die beste gegenscitige Punktlage  wiinde cine solehe scing bei
welcher die mittleren Fehler der Punktabstinde mit den 1.4 N CINeSSUnY 5
fehlern in Bezichung stehen. [5s licgt daher nahe zu untersuchen, weleher
Wert fiir dic Str ahlengewichte  am  meisten dieser Bedingung  entsprichy,
das heidt, festzustellen, wenn cin Neupunkt durely Suahlen von verschicdene

['*“'l“'f. festgelegt wird, welche Gewichite der Suahlensehnitte den Oredes

M‘llpun]\tca am besten inUbercinstimmuang mit Jen Anforderungen
der Liangenmessung setzen.

Fiir a = b == ¢ gebt die Doppefgleichung iiber v v, = v
das e A8, bei einem gleichscitigen Dreicclee evfolot die Verteitungy des W mlu -
"“dcrbprm,lws nach der Methode der Kleinsten Produliie aot dic drel Winlkel
U oleichen Teilen, in diesem speziellen Falle ko chenso wie nach der
i «\lvetl‘mdc der Lleinsten Quadrate, wonach dic Ganifache Methade als cin

Spezieller 19a)l der neuen Methode sich darzustellen scheind,
Beispiel fiir gleiche Genauigheitspewichie,
B " e 7 : Vc.-lhc ser ungcn nuch (]u Mcllm(h der kle 1}1*.!\1] |

; |
| Gemessene Winkel ’ Seiten »
Ry i ) . .‘,‘",u', gan ' i i rmlulm'
! 000 .
a==73" 07 ()" 'a == 481 H - l! V,, = OO v, = 18
1) !
; ; f , 00 n )
| ﬂ =05 24 20 b = 500 ](; = 0]"? vy = 100 vg o 129 |
, i i
i G 2 i —_— 100 10 :
L1=1129 10 o= 1001000, m‘ Vo 100 b vy m e B ]
180 00 30 | c i |
G " ]I i : ) l .1' 4 of i = ISR !
= e GO | ek A0 1w = 300
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VI Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.
_ a) Vorwirtseinschneiden.

- Zur Bestimmung der Koordinaten tles Punktes Q durch auiere Richtungen
< seien auf den gegebenen Punkten Py Py .o ".:P,. Richtungsunterschiede ge-
‘messen worden awischen dem zu bestimmenden Punkte Q‘ und den umlicgenden
gegebenen Dreieckspunkten A, Ay... Ay B, B ... By C Cy... Cau s W
Sind ¢ ¢, . . . ¢q die bekannten Richtungswinkel (Stidwinkel) der gegebenen
Dreieckseiten von I, nach A Ay ... Ag, beziehungsweise von 1y nach Br
By ... By u s w ound ist R der Richtungswinkel von. der betreflenden
~Station nach Q, so hat man, wenn die hbeobachteten Richtungsunterschiede -
omite oy .. @, bezeichnet werden, filr die zu bestimmende Richtung R die
~ verschiedenen, mit unregelmifigen Beobachtungsfehlern Dbehafteten Werte:

R, =g 8,
I{g i Py "‘-,r' ﬂ}

deren arithmetisches Mittel dic orientierte Richtung R, dér Beohachtungen
genannt wird, In gleicher Weisc erhalt man fiir jede Beobachtungsstation
die den Punkt Q bestimmenden orientierten Richtungen, welche in der weiteren
Ber@chnung _den einzelnen Beobachtungen entsprechen und welchen je nach
der' Anzahl ‘der’ zu ihrer Bildung herangezogenen l\’.ichtunﬁcn verschiedene
Genauigkeltsgewichte zukommen, ; - ' '
_\;S_i_n'__d- #_,‘I_;_'y;;.di_e_:al_:'s’irgc_:ncicincm Dreiecke auf t:'lcmi:ntar-tringonnlﬁctrischem; :
Wege  orhaltenen geniherten oder vorliufigen Koordinaten des Punktes Qi

dxdydlede _mé{%uﬁg_ﬁ_n Koordinaten zukommenden Verbesserungen nach’
Ausgle_ipia_nng__- der bet Benlitzung aller iiberschilssizen Beobachtungen sich
crgebenden Widersprilehe; o der aus den gegebenen Koordinaten 3 9 dos
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Punktes P und den vorliufigen Koordinaten x, y des Punktes € herechnete
vorliufige Siidwinkel der Seite Q P == 5; 5 der aus den verbesserten Koordinaten
des Punktes Qg (x -4 dx, y - dy) und den Koordinaten g, 4 erhalene

~endgliltige Stidwinkel und de die an den vorkiuticen Stdwinkel anzubringende
Verbesserung; w o die Abweichung  der orientiorten Richtung R, von dem
vorliufigen Siidwinkel und v die Abweichung der orienticeren Richtung von
dem endgiiltigem Siidwinkel, so finden fir jede heohachtete Richtung die
Beziehungen start:

ey . -
Ty o
il N 2 i
: R
; ;
|
,lll .
»
1
+X
U' = I\)u = W
a l\)(, . I\
do = 54§ = v W
v = ol o w
- sin o - COS o
dg == " dx ; dy
s N

somit die Richrungsverbesserungen in der iiblichen Schreibweise:
v == adx - by 4w

& cos g

worin a = - und b= - hedeutet.

&

Die Minimumsbedingung {iir die Methode der kleinsten Produkie Tatet
nach Kinfiihrung  Jder Richtangsverbesserungen an Selle der Querverschice-
bungen:

A e p s vov| == omin

24

: Substituiert man fiir v dic obigen Werte und setzt man die partiellen
~ Differenzialquotienten nach den beiden Unbekannten dx und dy gleich Null,
-~ 80 erhdlt man dic Differenzialgleichungen:



= PO

2’?:113{ = . [psa’. dx + psab . dy + psaw| =0
e U ;

P e ~ [psab . dx +-p§-b"‘ dy 4 psbw|. = 0
+ o somit die Normalglmchungcn fir verschiedene Genanigkeitsgewichte:
[psaa) dx + [psab| dy + |[psaw| = 0O
[psab] dx + |psbb| dy + |p<bw\ =0
uncd fir gleiche (senauigkeitsgewichte:
; [saa] dx + [sab] dy + [saw] =
[sab] dx + [sbb] dy 4 [shw| = 0
Diese Gleichungen sind von den aus der Methade der kleinsten Quadrate
‘hervorgohcnden Normalgleichungen nur dadurch unterschieden, dafl statt der
- ecintachen Gewichtszahlen. p in den neuen Gleichungen die hewwht».qutmen”
- ps auftreten, welche sich aus den Genauigkeitsgewichten p und den Strahlen-
gewichten s zusammensetzén, Demnach sind die Formeln der Methode der
kleinsten Produkte fir gleiche Genauigkeit (p = 1) analog beschaffen, wic
“  die Formeln der '\'lethodc der Llcmn.ten der‘tte fir ungleiche (;cmmgktlt
ol =), :
(e Beispiel: (Aus der dqterruchiqchcn »Imtru]\tmn zur Ausfiihrung der
S tu{s und polyg Vermcasung,cm S 106)

Nelzpunkte IF a 1= i o a' E Ro + 180" } W
| | : | 3
Spiélbcrg © 4 BI2— 103 78'“' 34" 55'31 78 ‘34 B4 4+ 1'3
4 4 704|4+ 236108 33 153,108 33 17 | — IiT
1 14 B38|+ 6156138 50 508138 HO 5O | 4 08
2ok o Hadiooo ol 4134 68'5(213 03 52:5[213 03 55 |~ 25
L b _N__e_ue__r_ Bcrg == 1142 18271 32.7 55 103|327 55"’;.;]',] ------ 07

395 10353 | — 2082 | 4 265 4197 |~ 5]

Pi 208 ol 183778 | 4 4618 =334 | 1848 | 111

sk 7903 | 48339 |1 4 108 9.531 + 123

P 202 il 4640 |0 —. 7.135 | A 280 10967 | = 432

096 ). 12520 | o4 19964 | A 77 31.834 | o4 122

1 -12 93_ “l 48584 | 4+ 23.704 1 + 396 54,299 | — 349
A Normalglelchungcn

48 584 . dx 4 23.704 . dy + 396 = 0
g m :
; : - b4, 299 dy : 349 =8 0 S

e 0013 5
— 0014

. Koordinatenverbesserungen ;- {gi

5 H
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b dy | da w v . vV ERURY li m I
! ! I
ONT | = 134 — 09| + 131 4 04 1 010 0es b I
0986 | 4 0307 07 | 17 | 24 1 596 101§+ 16X
= 0763 | 4 0800 | ++ 00 08 4 08 | 06 Gl b 19T
+ 0578 | - 0826 | + 14 - 25 114 121 Sl 5, Sl
+ 1599 | — 2:367 08| — O7 15, 25 EAL Y
’ _ | IR
! i
| Il

Mittlerer Fehler o ciner beobachteten Richiung: von der fingierten 1iing

§.== 1 km:
- l/I I VSR
B - V 5=

Mittlerer Fehler p’ einer heobachteten <Richrung von der duchselnndichen

- ] 1293

Lang » 259 km:
- C SR omEm = 2'H0 |
5 n 5 259 km:
IL "
! - o ol
= "/ 250 % 1-70
i . 2 .
Dic mitderen Fehler mo= —"— der heobachteten Richtungen s s,

Ss
Sind in obiger Tabelle ausgewiesen,
Zum Vergleiche setzen wir hier auch die aus dor Methode dev Elemsien

Quadrate hervorgegangenen lrgebnisse an:
- 009

. . ly
Koordinatenverbesserangen | fely -
o {dx == (O H

Mittlerer Fehler einer beobachteten Richtung ohine Riicksicht auf deven Lange
m == + 170.

b) Rilckwiirtseinschneiden.
Behuts  Ausgleichung  eines  dureh innere Riclnungen  hestimmten
Punkies gestalten sich unter Beriicksichrigung des anbelaomten Oenticrung

fehlers # die Formeln wie folgt:

Dic Bedingungsgleichungen lauten:

aodx 4 bdy 4+ w2 =0 Anzahl: s
a"dx 4 hdy o wh A =0 . s
n. S W

Durch Addition dieser Gleichungen und Division der Summe durch die
Anzahl der Gleichungen [ps] ergibt sich (als allzemeines arithmetisches Mittel )

& {iie@ Gleichung
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__'gog'_._

[psa] |psb] |psw]
[ps] T 1 il B gy e

""5'wc'lche von den einzelnen Bedmgunsglcichungen subtrahiert, die folgenden,
~ von dem Orientierungsfehler z befreiten, reduzierten Iicdlngun;,agle:cllungen_

__-_hefert e
(a‘ “ peal) (b. lF;:ﬂ ) i +( [%LJ) i

(a“ ) [_1‘3 _J dx B [F;?]) oo (w“ it JRS—W—]) = 0

u, 8. W,

g ‘Bezeichnet man die Aubdrﬂckc in den Klammmn als reduzierte a;, b
undw oder mit a, # und o, so hat man die Elemente zur B:ldung der Nor-
: mnl[,lmchungen, die genau so gebaut sind, wie die behufs Ausgleichung eines
- Punktes durch Huficre. Rxchtungcn aufgesteliten Normalgleichungen.

BEISplt‘!]. (Aus der sterreichischen _»_I_ngt_ruktign zur Ausfuhrung der
~trigonometrischen und polygonometrischen Vermessungene. Seite 110).

] 0=287°54'45" :
S —129:8 — 42:0] 287° 54’ 50%| 0" 00’ 0B*| 287" B4' 50*
15 |+ 383[--2623] 8 18 39 80 23 33 8 18 18 |
.16 417071500 48 42 15 {120 47 30| 48 42 15
Fe 4 0 1418251 503 74 35 45 {146 40 56| 74 35 41
fo1 . |4 3014|2803 173 48 08 [ 245 53 23 [ 173 48 08

s 634, — 17174 87— 4'2|-2693|+ 132
_ —2046a+16 —  3%6/—211'6|4+168}— 2'8|-—1650
-+1553~1%5 +128%— 903l 42|+117-2|— 904
9 |+1989 — 5484 441414064 04— O2+1633\4 04\
78 |4 22242046/  O— 11543310 42— 84|42416

5] 1421082547 +20-2J‘ \ / ] ' ‘+’270~5 +256'2
802 o #19/— 507+ 4 s —270'5|—255'4] -

Norma!glemhungen
81 268 dx — 16 019 dy + 554 _0
"'I-ll——lu-ub
128 992 dy w3463 =0

dr =400
A dx = 0001

Knordimten«Verhesserungen,
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8, dx b.dy do | s, ds |red.do | red.sds ) v [ vy m ,

u‘ .

"}‘0'13(_) -11760]—1'046 —1'D79] +(r4 -4+ 06 42 3R] 2180, { 770
~0038-7344(—7-382— 5758 - 59 | 46 [4 1684109 92671 10776 |
~0'171]-- 42004371 -3978| -~ 29 | 26 [ 42l 71| 4587 097
!“‘“'0'183 — 140810911734 - -0l Ol |- 0204 0l 001 " 91 I
------ 0030|+-7848| -+ 7RG+ 5707 493 | +68 | 421 51| 1800011114
73472 =74 1 79‘3—]-.1

1502 146 —7'3 [ |

|

In dicser Tabelle bestehen die Relationen:

do == a.dx i~- hody
red. ds = do |\ (ij|
5]
[red.s. dof == O zur Probef.

v = red. dg + [0}

'/H”]T,ﬁ?r
m = —
s (n---q)

Es ist der mittleren Fehler p ciner beobachteten Richiung von der fin-
gierten Linge s = 1 km:

VISl _ YT g,

i

5—3
Somit die mittlere Fehler der cinzelnen  Richtungen  von  der Linge s,
S . . . sy allgemein

].t

V s

tn

m =

Welche in der letzten Spalte der obigen Tabelle speziell ausgewicsen sind,
Zum Vergleiche setzen wir hier die aus  der Methode der Kleinsten
- Quadrate hervorgehenden Ergebuisse an:

. dy = 4 0020
Loordinaten-Verbesserungen .
Koordin: K dx = 4 0007

Mittlerer Fehler einer beobachteten Richtung ohne Ricksicht aufl derven

Lange: m = -+ oo

; Sind nun auch in diesen Beispiclen die Differenzen zwischen den Resul-
. taten bheider Methoden nur geringfiigige, wic ja iiberhaupt das Ausgleichungs-
verfahren um so mehr an Bedeutung verliert, je genauer die Beobachtungen
“Selbst erscheinen, so konnen doch bei grofieren Verschiedenheiten in den
Strahlenl.'ingt,n diese Differenzen unter Umstinden so bedenklich anwachsen,
-'daﬁ snc filr dic Wahl des Au&glmclmngsvmi1hum bestimmend  werden. So
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ergeben sich heispiclweise bei demin Jordan’sHandbuch der Vermessungs

ﬂ.{:ll der \ietllodL der kleinsten Quadrate: dy == ~— 0048 dx = — 0031
s » » » » Produkte: dy = — 0077 dx = ~— 0041
(Fortsetzung folgt).

Lineal zur Ermittlung des Blatteinganges.

Vot Karl Scharf, k. k Geometer in Leitmerita. »
: Tm Heft 8, Seite 95 vom Jahre 1908 habe ich mit erlaubt, die Hewen Kollggen
~auf e von mir konstruiertes Lineal zur Ermitthing des Blattuugangw aufmerksan
" 2u machen,

~ achtung wd eventucller dienstlicher Einfilirung. beim Kataster von mir eingesendet
- wurde und habe ich - gleichzeitig den Herren Loliegm \f&l‘pr‘GLth, dos Resultat
seinerzeit bekannt zu geben.
Nachdems mir nun die h, o, Entscheidung zugukommen ist, bculc. ich muh»
dieselbe den - Hcrrux Kollegen zur Kenntnis: 2u bringen.

Finanz-Ministerium 12,946, Wien, am 23, Marz 1904,

An die k. k. Finanz-Landes-Direktion Prag.

~a . In Erledigang des Berichtes . . . . . betreffend die Vorlage des

: - vom Evidenzhaltungsgepmeter Scharf in Leitmeritz konstruierten MaBstablincales

2ur Ermittelung  des Papiercinganges, wird der k. k. Dircktion im Anschlusse

cine AuBerung des ‘Trinngulicrungs- und Kalkulburenus auszugsweise mitgeteilt.

Mit Rilcksicht ant diese  AuBerung erscheing das Scharfsche Lineal zur

obligatorischen Einfithrung bei der Fyidenshaltung des Grundsteuerkatasters

nicht ‘geeignet, wohl aber bleibt ¢s den Funktiondren dersciben unbenommen,

. gich bei Bestimmung des Papicreinganges cler Katastermappen: des bchurf‘sdwl\
Lineals zu bedienen.

: Die vom Geomcter Scharf nngesuchte Bewxlhgung zum Nachdruck' der

Berechnung des Blattcinganges wird dem Geometer hiemit erteilt.

- Leider wurden mir dic Griinde, warum das Linea) aur obligatarischen Kin-
lfﬁhrung nicht geeignet ist, nicht mitgeteilt, so daB ich nur uuf Vermutungen ange-
viesen bin, fiir die Brauchbarkeit spricht die Entscheidung democh, da es gunz aus-
'drltckilch ‘geatattet warde, sich des Lineales zu bediencn, was wahl nicht geschehen
,-Wﬁ"ﬂs wenn durch das Lineul der Blatteingang nicht gepau bestimmt werden kénnte.
Ich habe dag Lineal auf ein Jahr in Verwendung gehabt und habe viel Zeit

_ﬂls auch Yy -und '/, Blattern durch zwei Handgnﬁ'c und Ablesungen erfolgen kann.
s Das meul ist nur for den MaBstal 1:2880, respektive Verjingungen dessellen
-hragnhhar, ‘nicht jt‘.‘dﬂch fiir Neuaufnahmen im MaBe 1: 2500, respektive 1:1250,

:-zu hbernehmen und ]:cu,rt du,m.lhu: mm Prm% von neun Kronen samt der

kunde enthaltenen Schulbeispiele fiir Vorwirtseinschneiden folgende Resultate:

Damals bemerkte ich, daB ein Lincal an-die vorgesetste Beborde zur Begut-

it dem Erlasse vom 8, Juli 1901, Zahl 28.688 herausgegebenen Tabelle aur

‘_(lurch dasselbe. erspart, de die Brnuttlung bochst cinfach ist und sowohl bei gunzen, -

._ ‘Die Firma Neuhdfer & Sohn hat sich bereit erklart, die Erzeugung dieser
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: ' Febleransgleichung nach der Theorie des Gleichpewichies elastischer Systene. Von % W o 11w e b, Oher-
Ingenteur der Stadt Wien. (Fortsetzung). ~- Zin Greavernenerang vid Austtgung vou Coe wnteeitigheiren.
- Zu § 18 des Bvidenzhaltungsgesetres. — Ang dem Abgeordnetowhase. ~ Vereinsnachiekoen Kleine

“"'\‘.___ Mitteitungen, — Personalien, Ihochfehlerberiohiizug Insesate,

daktion gestanet.

Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleich
gewichtes elastischer Systeme.

Van §. Woellisch, Obceringenieur der Stadt Wien.

(R ise s

VII, Praktisches Beispiel einer Triangulierungsausgleichung.

Filr die Absteckung des Stollens der 2Zweiten Kaiser |[ranz
losef-Ha chquellenleitungs zwischen unzund Gamin g Nieder-
Bsterreich wurde im Jahre 1903 cine Prizisions-"Trianguhicrang ausgetithet, e

Welcher die Fehlerausgleichungsmethode naeh der Theorie des Gleichgewichites

elastischer Systeme zur Anwendung gekommen ast Bei Tramgalicrangen fiir
. 1-al’lclcsvcrm(fssungcn oder Stadtaufmahmen  kann immer dhoaul Bedueht
genommen werden, dafd die cinzelnen Dretecke cine giinstige,  wo o maglich
glt!ichsﬂitign IForm erhalten. Bei Triangulicrangen zum Zweeke von ‘Tunpel -
abstcckungcn kann dieser Forderung nicht immer Gendige peleistet werden,
Weil - die  beiden  Tunnel-Achspunkte  behuts mdglichster Verkiiramg der
Tunnul-.l,ﬁing(- gewdohnlich in tief cingeschnitienen Tilern zu licgen kommen,
“die pur ganz bestimmte  Ausblicke auf  die  Bergluppen  der Umgebung
Bewiihren und daber die Anlage eines aus giinstigen Dreiccken hestehenden
Netzes oft anmiglich machen, wie dies auch aus dem heigefiigten Triangu-
_Ji(}}'ungssk(fl(fttp‘ namentlich in dessen siidlichem Teiley  crsichtlich st In
Solchen Iallen ist es ratsam, sich des hier  vorgefithrien  Ausgleichungsver-
fahrens zu bedicnen, welches diesem Umstande insoferne  Rechnung g,
als ¢s den Einflu® der Ungleichheit der Dreiecksseiten in Form von Gewichten

Nuchdrek der Oxiginal-Arikel nur mn Binverstandnis  der KRe-
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in Kalklil sieht und dadurch die ungﬂnstigc Wirkung c-mzelncr ‘scthfC"
Schnitte zu paralysieren imstande ist. : aeted

_ Im vorliegenden Falle wurde folgcnder Rechnung:.gang em;,cachlageﬂ.
- Ausgehend von den zwei auf der Wasserscheide gelegenen Endpunkten det=
" Luftbasis »1 Follbaumberg — 2 Hochkogel«, deren Koordinaten aus einer
‘an das Landestriangulierungsnetz angeschlossenen  alteren Tnangulwmng‘_
"gegeben waren, wurden zunichst die beiden Vierecke: »1 -2 — 5 -~ 4« und
%] —2-—9—8« flir sich nach der Methodc bedingter Beobachtungen mit |
vellen Richtungssiatzen und hierauf die Punkte »3--6« cinerseits, sowie .
g »10-—11¢ andererseits nach der Methode vermittelnder
< Richtungsbeobachtungen im Zusammenhange ausgeglichen, S0
T~  daB die ersten sechs Punkte als Punkte gleich n Ranges von
der I Glite, die letzteren vier Punkte als solche von der
1L G i te erscheinen, wihrend die noch tibrigbleibenden Punkte:
»7und 12<«als Punkte III. G ii t e rangieren. Mit Hilfe ciner in Lunz '

549 .-Schlggehen’ 4

astertay

: ﬁllhau;ul;_lfg
A Gaming-Pfir. A >

Bt f \ :
u'f_kgrahen : 3_/

: /erbﬂg
' w_“"'.-

S Winterleiten
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“direkt gemessenen Basis »11 - 12« von #4025 m {Lange wurde die [\'iClltig-
keit der gegebenen Koordinaten der Anfangspunkte s Lund 2¢ kontrolliert,
Die nach beiden Methaden gercchneten Resultate wurden  wie  folgt
erhalten.

a) Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate.

1) Gleichzeitige Bestimmung des Viercckes 1 -2 5 4,
durch hedingte Beobachtungen mit Korrelaten.
Werden die gegebenen Koordinaten von »1 Follbaumbergs  als e st-
- Stehend angenommen und der Richtungswinkel der Seite s Folbaum-
hcrg = 2 Hochkogels« zur vorliulipgen Orienticrung heniitzt, so erhalten
die gemessenen Richtungen nachstehende Orvienticrung:
e e ———————— e e —

Richtung l Vorlitutige Orientierung i

Nr. 1 = von 2 Hochkogel nach 5 Schlageben } 1870 25 509 |
2= ” Cod Fadtertaw 1 210 100 118

ot R o1 Fallbaumbg. | 249 12 199 |

> 4 = 5 1 Follbaumberg» 2 Hachkogel | 60 12 199 |

*» D= » » 5 Schlageben | 108 04 420 |

vo6 = » » 4 Vastertaw | 113 46 217

* 7 = » 4 Fastertau v 1 Follbaumbg. | 293 46 191 |

» B = » S Hucl\kugcl' | 31 10 118 |

K S » 5 Sehlageben | 95 356 139 |

* 10 = » 5 Schlageben -~ 4 Fastertau 275 36 204

L o1l = s » » 1 Fallbaumbyg. 288 04 420 |
f ¥ .12 = » » » 2 Tochkogel | 725 492
! i

* Hlierin stimmen die Richtungen 3 mit 4, 2 mit 8 und 5 mit 11 blof
< Aus dem Grunde vollkommen mit cinander iiberein, weil dies bei der  will-
;,kﬁ"liCh anzunchmenden Anfangsrichtung so gewdhlt worden st Datl - die
! ubl‘igcn Richtungen, 2z B. 1 mit 12 nicht genaw zusammenstimmen,  hat in
den unyermeidlichen Beobachtungsfchlern seinen Girund.

Die Summenproben der vier Dreiecke sind:

3o 1 = 619 46 290 302 == 380 02 087
5— 4 = 38 52 221 8- 7 = 97 23 527
12—11 = 79 21 072 6--4 = 44 34 OI'R
179 59 583 180 00 026

o = — 17 w -k 20

6— 8 = 5° 41 3077 O~ 8 == 640 25 02

0 7 = 161 48 B48 12410 = 91 50 288

1110 = 12 29 216 201 == 23 44 209
179 59 561 179 59 518

o == — 39 o == o= 802



' Hieraus entspringen bei Ausscheidung vow max e, wenn die Richtungs"
o korrektionen mit v, vy Vg . . . bezeichnet werden, folgende Winkelbedin
“"-'_'_gtlngsglewhungcn : : :

vy =V v =y 1T =0
Ny e W R M T Mg e W e W D e O
Vg Vg o Yy VeV e vy — 39 =0

Hiezu kommt die auf den Lent:alpunl\t »4 Fastertaus bezogene glin-

' .btigbtc Seitengleichung:
it sin (2--1) sin (6—4) sin (11—10) - 1
g C T sin (3--2) sin (6-5) sin (12--10) .
- Die entsprechende HLdlngungsgluchung ergibt sich durch Lugmthmlc-

' -ﬁing wie folgt:

log sin: (23° 44 20 9) S 9'6048448 Aiog sin f{ir 10“ + 479
3 x (44 34 018) = 98461793 » » 4+ 214
s (1229 216) = 93349719 w gt 080 |
log Zuthler = 87859960 | . i
5 (380 02.0871) = 97806870 | v .+ 269
» s (B 41 397) «= 89066072 | v » 1 42112
v 4 (91 50 288) = 99997757 » AR S
log Nenner = 8‘7860699'

o == log Zahler — log Nenner = — 00000739

~ Fir’ ]:.mhelteu der bCCh‘stLl‘l Lagarithmenstelle hat man sohin die Seir-
_t’enbedmgungqglelchuug
+‘-‘-479 Ty wa) 4+ 214 (v, — V) & 980 (v); = Wig) — 269 (va — Vi)
Geast e e B (Vg — V) + 007 (v,; ~— %) — 739 =0

Dieaﬁlbe nach v vu vy . . . geordnet lautet: Fe
i 479 v, + T4V, — 260 v, — 214 v, 4 2112 v.-.-———1898 v, — 957
it : v,,,+950v1,+007vu--739—'"0 :

" Hierit'l muﬁ die Summe der Koeffizienten gleich Null sein,

"-_Zusmnmenstellung der Koeffizienten der vier Bedmgungsg,lmchungcn

‘ \ 12 ®
e | :
-»419 143—-2*89-—21&! 21 19_1'8-98. | . |~967/4-9:60/-+-007| 789
+ A Bl et D U l_+__1 iy i
| 1 +-——1 . Gt | B | S S i 26
. ‘ . ‘. —1 | 41 [=1], 4 _—1.| 4-1 ~ 88

-Die Normalgleichungen lauten allgemein
aﬂrk + [ab] kJ [ac ks + [ad] k,g + 07}
o [bb]h +|bc Ky + [1 %k,‘ i,
IGC* ks + cd k‘ + g

,] ky + o

ccoo

fil BEE




o7 e

Im vorliegenden Falle ist:

107884 k, + 1593 k, — 2701 k, 2093 k, 7300 0

600 k, -+ 200 k, 200 k, 170 2= 0
GO0 &y 4 200 ky 4 260 = 0
600 &, U0 ==

Dic Auflosung durch sukzessive Elimination der Unhelkannten gibt
k. zz - (10R9, k, = -+ U39, ky == 009, Ky = o 1DOD,

Nach  Anleitung  der  obigen  Koceffizienten-Zosammenstellung — erhilt
Mman folgende tahellarische Berechnung der Korrektionen e

S e | .i
" Nr. I k,a I I, b ky ¢ | k,d i v vv
I i |r Y
1L 0283 | (0959 .4 1242 l 1-543
(A +0441 ! : 1 0r990 : m 0001 1 2048
3 ~(r159 | 4 U959 0090 | 190 l L O0so |
P4 0126 0 0939 | 0990 | ‘ ]‘| O 00H | L OO0y
5 41246 1 40959 : 3 1605 | 4 0700 [JO000 0490 |
6 f 1120 | 0990 | 4 1-HO5 § - a060h ’ C 360 |
| ] |
7 .[ + 0090 | 1505 | LD | - (1265
8 | 0000 L U 0G0 |00
9 ! Lo 10000 4 1D05 l L226h
10 | —os65 | . R R BT F R
11 | 0561 - 0059 ; P A0S L P07 BO000 | 1-225
L 12 ] o004 | 0959 . pooa ] 03
| 1 j . .' 14-439

Line Probe fiir [vy] bekommt man durch dic Formel jvvlz (ko |

Kk o, == § -bso0
k, o, = { 1030
YL

— k, o, - 9870
”\’m] o 14434
vv| = 14439
Mittel 144365

'\'3 [

Der mittlere Fehler ciner beobachteten Richtung ist, wenno ¢ die Anzahl

der Bedingungsgleichungen bedeutet :

m :I/ ] I/].'i';i:mﬁ = 1 190
: ..



e e e

"'so erhalt man die ausgcgllchcnen Rlchtungcn

Fﬂgt man die Verbesserungen v zu den beobachtcteanchtungen lum’u,_-

!rﬁfung der Seitenglmchung

© log sin (239 44/ 28 5)' == 96{)48.373
S (4434 01°3) = 98461782

ks (.38" 02' 06%) = 97896827
» > (5 41 384) = §9965795

8 78605'?7

"’.;-1? Féllbaumberg« : y L _97397-—290
-"*2 Hochkogtﬂ« oy == 100460220
asis 2124 &= 327652

ty, = 100189642
Gy = 99260228

: _v"~*-"'i'.'--69ﬂ 12' 198

e (12 20 24'8) = 9:3350023
| - 87860378

> % (91 B0 319) = 99997755
g

X
lbg’ 8

x :

Nr, Beobnchtet ’v Ausgeglichen
e 187° 25‘ 50‘9 12 o TRy 25 49
2 211 ©10 0 B8 +1'4 e 1 FeRn ) LS
F 249 .12 199 g =02 50249 00120 197
4 601 199 ~=0'} S iy s 108
5 108 04 420 407 108 04 427
6 113 46 217 —0'6 113 46 ~21']
7 293 46 191 <=0h - 293 46 186
8 3 B AR £0 RUED) 1 B . TP —=1'0 31 10..- 108
elisgil 95 38139 T R T R
110 9715 3% 204 - Ul g 100 ogR 38 T iRY
AL 288 .04 420 | eRILo | 288 0 04 431
{12 7w der ol 0 g 98B0
Aunsgeglichene Winkel. e :
gl g AUGIY 468000 i e o 38000 06
B4 = 38 52 220 87 e= 97 23 522
12-1" 11 = 79 21 071 2 S 44_ 34 013
_ 18_0 00 000 . i 18000 000
6+ 5 = 541 384 L 9 8 = 64" 25' 046
9 7 = 161 48 56% L1210 = 91 50 319
11---:-10-"== 12 29 248 2=V =23 44, 235
180 00 000 A T80 00 000

1
]

i

B176 49?5}'_'

34088 000 i
35251181 T
= 35153906
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Gleichzeitige Bestimmunyg der
mittelnde Richtungsbeobachtunygen.

Abrifd fir den zu bestimmenden Punkt 3.

Punkie

36 durch ver-

Punk; R, + 180 g I R ! r,
650 26" 3573
1| 252° 53 320 | 2520 54 306 | 1877 26* 561 | 252 53 317
4 1163 04 394 | 163 04 400 | 97 38 060 lh.i 0d 410
S 1136 01 521 | 136 01 564 | 70 35 221 | 136 0l 574
2 65 56 073 63 56 030 | 0 29 297 6H Ho o 030
3 97 59 464 | 32 33 090 97 59 443
J
i Abri3 filr den zu hestimmenden unld 6.
e U v
Punkt R, + 180 g R r,
—emsaTnEm s Eopies 'TVTYI'L:'. e R ~”.::: ‘il"'
147 00 110
1 c e ., | 2DBY 4B 16T | 1119 45 000 | 2580 45 2000
4 184" 04 054 | 184 04 062 37 03 502 I8 o4 102
S5 | 147 00 020 | 147 00 110 O 00 QO 47 00 110
6 - % 277 59 464 | 130 59 330 | 277 3Y 440
Dic Koeflizienten der Bedingungsgleichungen
RREE 0 o - I | | |
tun- | Punkte a b f ¢ ,‘ d ! I |
Rem | | || | : | .i
B —1277) -4 a0 3| i | L-14
4 + 4b'1 1481 | ! 106
b |- 5B 8 ?wl i | | -4-8
i L | 3 1088 (- 484 | ! ! i |—d48
1| 1277|2388 - 893/ — 161] Lt 86 } uu'q 07
v 4 [+ 45:1|— 606 {14811 927 it amﬂ 12 0f—1-9]--1-b
g b |4 75:5|— 801 |- 78:2|4 228 Ho'd, 1201006
- 2 {1088 27 - 484/ 1038 | BB | 120 0 {04
| 6 4270, 521-4i%..;. 60 0;-| 4‘s;|--_4a?u_. BTG 600~ 480 141 25
& | |4 N | j I 12 1' ' 169- u' ', 08
8 b [ | |- ?25 17 "H“
- T8 S| SN [.'._ i J
1 1068 b 150'4013; 1584 20-9] -402_39 ----- 25
: ‘ |"1068 - 150 - 12110601 1698 410';4 - 4:0]-26
5 1068, o 1500 | 726, '1896--4117 b1 et 0 [f14
3 .|4-)7(}+3902,L 500'+ 450 4270 13009 - 610 --1204” 4/-|-3-8]

(Fortsetzung folgt )
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l‘elllcr:‘msglclchung nach der Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme, Vou 50 W el lizeh, Oher-
Ingenieur der Stadt Wien, (Fortsetzuug). — Bin neuer Avschiagsapparat, Von M. K o el « Die Rechie
dey Angestellten gegeniiber dem [Henstpeber vach Dsteneichisch-ungarischem und deutschem  Patentrerin
J Von J.o1. 2i ffer, Ingenienr und Patentanwalt — Vereinsnuchrichten -~ Bicherschan, -« Peysonalien,
7 !u..\___ — Nrief- unid Fragekusten, Phuck felderbertchtizung, ihserate,

Nactidruek  der Original-Astiliel nur mit Eiverstanduis der Re-

dakiian gestuatiet

Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleich-
gewichtes clastischer Systeme.

Von S. Wellisch, Oberingenienr der Stadt Wien.

{Fortseteung).

{ Normalgleichungen:
S348IR | (dx, 4+ 20108 . dy, 200048 L dxg TS Loy, 4 2754 0
4 : .
54803 L dy, - 20040 L odx, — 7009 L dy, o 633
204803 L dx, b S4ED0 Ly, 1640 =2 1)

74901 . dy, - 423 =)

Vorliulige Koordinaten von 3: y o= URRTIAZD Nz 2060
Koordinaten - Verbesserungen s dy, = 0010 dyy = - oo
Definitive Koordinaten von 3: v B8 9NN 2 o= L2002
Vorlinfige Koordinaten von 6: y' o= DUB407149 No=m BTG
Koordinaten - Verbesserungen © dy, = _ - 0020 dx, = - 0004

Definitive Koordinaten von 6 y == 99346:1208 Nooam YOI
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Bestimmung des mittleren Fehlers m einer beobachteten Richtung.

l"._._.,._.,,..____.—-—_-.-u-.-.—.-——.———-___—'
Nr. dg red do | m v vy !I
1 {40629 ot i e T B O Y
2 |--1-842 406 | 12| 144
3 [-1386 L 4as | 420 | R4
L4 | 0382 8| e | 2209

5 |-062004+2130| —07.| 414 | 196
6 [—1842|—0341| —1'6 | —18 324
7 |--1386|4+0115| 06 | —0Ob 025
8 | 0382|1119 404 | 415 225
9 |-4'524|-—-3023{ 425 | 05 025
10 | ~-3444 408 | —26 676 |
11 |—~~1944 | +90 | 471 | 5041
124 OR11| 41870 ~-20 | —O6G 036
| 13 | —3444| —0763| —26 | ~34 | 1156
M4 | —19441 +0737| +14 | 421 | 44

15 | —4524| —1'843| +38 | 420 400 |

|

1
| = 6 11803 |

AW e / 1803 4
n-—q 15—4 W

3) Die gleichzeitipe Ausgleichung des Viereckes »1—2 9 R« liefert.

m =

: die Daten:
~ Koordinaten von 8: y = 98733565 x = 36739159
' N ) » O y == 99199'577 i ‘x = 37951'849
Mittlerer Fehler einer Ibeohachteten Richtung: m = -} 196
Die gleichzeitige Bestimmung der Punkte »10-11« gibt:
Koordinaten von 10: y = 100488:652 x == 38027204
A » 11; y == 100630406 = X = 376556'931
_ Mnttlerer Fehler einer bcobachtcten Rmhtung m-s=' 247

Es resultmrt fLI’l‘lm

o Koordmaten von 7: . y == 99261 785. X ::'3418].'971
: ey y ..--_100174555 ; = 37396749 _
i ‘:ﬁdwmkd der Stollenachse von »7 Gammgpfculcr« nach »11 Lunzpfeiler«: -
: ' 200 03 40'3

5’ __Mtttleféi' i'éhler der Stollenachsrichtung '
Linge der Stollénachse von Pfeiler zu Pfeiler
Lange der Koatmllbasis »l]——»«l.?«
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i

b) Ausgleichung nach der Methode der kieinsten Produlkte.

: Simd s, s, ... die verschicdenen Stralilenlingen des ausrzuoleichenden
"-Jl‘t?u.:clcmmtza_.-s, so tritt hei gleichen Genanigleiisgewichten an die S ke von
Y vl = min die ncuc Minimumsbedingung [s v v = mme Man har o

@ f\u.&«g](.‘:lchlmg(fn bedingter Beobachtungen ot vier Kovielaten che Nor

m?l]gh?icIumgcn :
aly’ ac o
Voo + [+ [ b0 ¢ o =0
.S S o 3

) 6 |
o S 4

“al ; 5 I

.1:..)] s, <= [h_h] ke 4 lrl,)s—] lky -+ [ VII k, 4+ w = 0
[ S S _ B B,

ac’y be o’ el
: ](‘ : [ ] les {' [ e } I\'_; { ’ L’, 1 e (1
| s} 8 Los A’
| ad _ hl "cd"’} nnk
- ] k + e ke 4 [k 4 by oie iy
| s S G AR
ind die |Korrektionsformeln:
a B S c el
vy = bk, A ke g Yk,
Sl ' .*.1 HI \AI
Zl; ., I)Z C! (1-_3
ve== "k, 4+ “ky bk 4 I,
S! ;“‘1.’ Sa .'\2

U, s W,

Der mittlere IFebler eciner beobachteten Richtung von der fingicrien

P ey ‘ o
I.iin;_{o sz o A ‘/ i _ I wobei man fiir dic Bereehnimg von [sv

i
die Probe har:

’S\'V'i <= “(—(ﬂ I

Bei Ausgleichungen vermittelnder Beobachtungen nnt vier Unhe
s man unter der Annahme gleicher Genauigheitsgewichte die Nor
Malgleichungen:
[san| dx' ~+ [sab| dy’ - [sac] dx* 4 [sad] dy"
'thl (lx' + |.‘§bhl l']_\"' _,i_. ‘Hl)(?l ']."{“ ; l."i'l(l’ lk_\:u " 1.\'])(“’ ----- ()

St ] = )

[sac| dxt 4 [she] dy A lsec| dx* - Ised] dy” - fscw] = 0
[sad| dx' + [shd| dy' 4 [sed| ds* [sdd| dy” 4 isdw| = 0

Der mittlere Fehler ciner beobachteten Richtung von der fingierten

SVV . , . p .

L«‘lnge s=1 ist dann p= Vll, somit der mittlere Fehler cines Strahles
; n--
Yon der Lange S:
. i

T e ST

Mg
In aller Strenge sollte man den ufderen Nichtungen die nach den
-R'egcln des § 63 in Jordan's > Ausgleichungsrechnung s zu - bestimmenden
(ienauigkeitsgcwichtc: beilegen. Im vorliegenden Beispiele wurde jedoch, um
die Ubersicht nicht zu triiben, durchwegs p == 1 angenommen. Die Behandhg
diesey Gegenstandes soll ciner separaten Betrachtung vorbehalten werden.
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Bestimmung des Viereckes »1-—2--5— 4“ '.
durch bedingte Beobachtungen m{t Korrvelaten.

Gleichzeitige

1)

Die Elemente der llLdmfrung,strlmchungw unter Einfiihrung der Strah- -
lenldngen in k.

| R e R e e S ———— v

| Nr. L 'I b 1 c ! d l 5 ‘ i E —1— l

| | i ] : }‘. : !

L AT =1 b2 —2292 1. 0478
20 4+ 748 | . 1 232 43224 043
o= OO0 K 41 F 1M T R8P r820:5 | 0308
i S P S B (R L - gt S B 0Tl

S8 42012 [ 294 | 4T84 0340
6] —I1898 | . | + +1 204 9304 ° 0490

7 | osi e ) 206 : P 0490
i | bl el 2ae | 0431
9 SRSty | 411093 | j 1075
LOf < 987 4, 4 —1 10931 ~-10290 14075
1 A+ 950 | =-1 | +1 {294 | 43241 0°340
12| 4+ 007 | 41 . .| 209 } +0033 0478
w ol e T30 ~7~—1‘7:‘I +2'6] -~-3'9} J

Normalgleichungen:
49621 k, + 6110 k, — 12696 k, — 2967 k, — 739 = O
2246 k, + 0610 k, — 0680 k, — 17 = 0
2452 ky 4+ 0980 k, + 26 = 0
; 3810 ky — 39 =0
k, = + 0100, ke = + 1461, k, = — 1616 k, = + 1778.
; Verbesserungen v,
N, .:“" ¥, _?—k, -E- ky .f:_ ky v VY
1] —0229 | —0698 B - —0927 1796
20 40322 | - +0'696 +1:018 2:404
3 || —0082 | +0446 | —0493 —0129 0054
4 | ~—0065 | —0446 | 0493 - =20018 0:001
5| 40718 | 40497 © | 40605 | 40610 1:094
6 | —0930 § —0792 | +0871 | —085) 14477
7 e +0792 | —0871 | 0079 0013
8.l (0696 T 0696 11124
LB : $+1911 | 1911 3:396
0 o I 1911 | —2940 8039
23| —0497 +0605 | 40431 0546
40698 oane i 0901 11027
s ey 6071




~ 535 =
R o, o= b 700
K, o == b 29084
kj; [N - | "'M)( )‘;’
k‘ m, = v' (")'(,)ii-i_
L‘m: e 21014
[SyV [ ..... ST |
N s HOrGga00h
= 2¢24)

Ausgeglichene Richtungen.

i ¢l |
! Nr. | Heobachte ] v l Auspepliclien
| | i
| .
1 LIRT7Y 25 5070 (o) [R7? 200 Loy
2021 O 118 e 10 21 T 1S
30249 12 199 01, 2912 19N
44 69 12 199 o0 ;0 69 12 o
5 108 O 420 FOG T TON O 2
6 113 46 217 20 1 1 200N
700293 -6 19 0 2000 A0 1vw
8 31 10118 a7 51 111
91 95 3b 149 =100 93 35 158
10 | 2757 35 2004 30 275 45 17
D288 04 420 | 40 SRS 04 b2
12 | 7 25 492 07 7 2hH Jva |

Will man me hur(- Ausgleichungsmethoden in Beaug auf” ihve Rechen
- Sehiirfe yntersuchen, so kann man bei l\ulmlnnslnnln(imm\-«n sovorgchen,
datt man fiir dic 2u vergleichenden Methoden it Differenzen in den. in-
und flervisuren oder zwischen den .’iuiS(-r(:n und inneren Richomgen eines
g desselben Strahles nach der Ausgleichung gegeniibersiellt und  ckinn
Jener Methode den Varzug gibt, welche die geringeren Differenzen dihyrig
L3¢, Dies ist nun bei der neuen Methode (]nuhmm der 1all, ndmlich:
M. d. . Quadrate Modo KL Produkd
Richtung Nr. 1 = 187925 497

3 12 = 7 25 D02

187025 500 :
R
, 2 e 211 10 182 |
8 = 31 10 mx|
» 3oee 249 12 197 | A 0o
: 3= 60 12198 e U

|
[
I
l
l
l

|
3110 12w |
LR
|
l
3 H o= 108 04 427 (.L\ — (O 'I)(\': ‘” -:Efj(-a : Z_\ s (1
|
|
|
f

Ly T 3110
200 12 108
6O 12 199

# 11 = 2588 04 31

G = 113 46 21" 5 11346 20K

200 |
7 = P03 46 186 | 203 46 190
s @z 05 35054 | A 9y D5 35 158 | _
10 = 275 35 183 ( == 7 o1 43 174 [ D=1



bl s

Ausgeglichene Winkel.

B iz
12— 11 =
B e
Q ' 7 =
11— 10 ==

log sin

Ll P}.

~ Koordinaten von »5

¥

-2] 2

»

(chxciumn;,u

Bestimmung der Punkte

61° 46 298 - 3 - 2 = 380 02 070
38 52 227 R 7'==97 23 521
79 21 076 6 —- 4 = 44 34 009
180 00 000 180 00 000
50 41° 382 9 8 = 64" 25 047
161 48 56'8 12— 10 = 91 50 325
12 29 250 97le 1 =23 44 228
180 00 000 180 00 D00
Priifung der Scitengleichung.
(28" 44 2278) = 06048539
(44 34 009) = 98461773
(12 20 25:0) = 93350033
87860345
(38" 02 07'0) = 97896840
(5 41 382) = RGI6HTHI
(91 50 325) = 99997754
87860347
> Schlagebens @y = 100189641 x = 33176500
»4 Fastertaue  ©y == 99260230 x = 33267430

¥ 3P dul'chb

vcrmtttclndc Richtungsbeobachtungen.

_: ¢ : .' e _I);c _]s.ocfﬁmentcn der Bcdmguugsglmchungcn. '
“ | Rich- T | ; : ‘ _ Liflsg ;
~tup- | Punkte 8 i b= RS a - w
L ' bk AR SN S i bt
LT I R MR R 308 A
g 4 + 4b1 - :1:148-1 Lt A
e R A 8| L | 182 1 {443
b bR TIORY R L | Bl
L 1997~ 18694 898|— 108 1. 293 T apf—11 |08
e b4k 46— 1211014814 98: - 29:3] - 4120201
g b [ 78B4 18311 7820 2811 + 293 41f--11{-02
o B 13108811 BT 484l 98 - 20 41 0 [4-09
b 1| 8 H-487.0]-{-8698]1- 600 9 -1427-0 ~ 8977/~ 60 0|— 4b9)-{-2:1/+-80
okl Pl G i 1211 1698 —lAO'ﬂ' |
g b it f‘ 72 ﬁ 1117 Rt
i _ﬂ 5 rafl - "'"f_""‘""-' IIIII s
ek Pl 65101 8| 202 -'-3-9'.»-1.'4 3
g PR aalm 121 4HJ 1698 522
o se L e BB 72518101117 511/ 0 ~’+2-b _
|18 42704887 Ol 04 ~¢27o]—-aas - 24|49

600 134-8!




Normalgleichuncen.

202204 dx, 4 9894 dy, IN1T1O0 dx, SOANS dyv, e 1744 w0

T RO198 dy, 12574 dx, 1Y Ay, 0 OUT = D

FOO300 dx, A 00974 dy, B o2 0

RG030 alyy o 1210 2= )

Vorldulige Koordinaten von 3 @ v o= 98872122 ¥ s G4DA200)

: Koordinaten-Verbesserungen - dy. = — 00 s, = SNEIR
Definitive Koordinaten von 5 0 v == G8872:413 N SR04

Vﬂl":’inﬁgv Koordinaten von 6 v/ == 903406149 CORNE - = I YRR B I

Koordinaten-Verbesserungen @ dy, = 0017 dyy = OO0

Definitive Koordinaten von 6 0 v == 0034 132 N TG00

Bestimmung des mittleren Fehlers v oeimer beobachicten Richtung von

s==1 km finge

sttt - -
: 5 :
Nr s da sda l red, ds g " i v [ Ay
2 e . e ; :
! ! | ; |
1 154 | 41051 ‘ | 1 w0 o0
Z 133 | ~—-1-829 | l P02 —16 330
31 190 | ~-1-534 | | 4483 1 428 1440
4| 174 | 0755 | ‘ | 2 =50 ] 43050
s e—— | e — - EEIL S RSUSRI L. U '"‘«i !
- : Loy U —_—
D 154 | 1051 ’ 1619 1 =10 | D2 ¢ 377 & 455
6 | 133 | —~1'820| —2483 | 09 | —20 ' =201 1119
7 1 190 | —=1634 | —2915 | =06 | 02 - 08 1o
8 174 | 07556 | --1314 | 401 400 101 b7
9 | 048 | 2509 | 1204 | 16| 00 Fra] oud
L 350 b L0 L |
10 1 121 | —-2:839 | 402 =26 F RIS
11 155 | —2189 l ! PO O L 7R
I e e o e et i v b [ 1 o 40 s et oo | e A AN s T e lIE T i |
12 199 | 4-0064 | 0127 | 16 | 14 | 402 } 0s
13 121 | —2:839 ’ 343D 1038 '; 2 f A0 1‘J,s
14 | 165 [ —2189 | 3393 | -07 | 425 s Do
115 0 048 | =2809 | 1204 L1 | 4 | 39l T

== l/l().r)(ﬁ = 4'?:” ehbint Folgie.
11

Ein neuer Anschlagsapparat,
Vo M. Komael.

Fa

@\ ist wohl jedem praktischen Geometer oclingig, dald der Gebrauch der
, sogenannten Anschlagsnadel bei Autnahmen mit demr MeBitzehe, welehs
-hﬂlbwcgs Anspruch auf Genauigkeit erheben wollen, absolut zu verpinen ist
Der Umstand, dal die Linealkante wegen der wenn auch geringen Dicke da




LT946, e

- Bei der Ubernahme der Geschifte uim:s_;_t verantwortlichen  Redakteurs
dieser Zeitschrift kann ich nicht umhin vorerst der verehrlichen Vereinslei-
tung, die mich hierzu auserlesen, meinen aufrichtigen Danlk abzusmtten,gleich-
zeitig aber auch den geehrten Herren  Mitgliedern  des  »Vereines ' dsterf.
k. k. Vermessungsheamten«, deren  Fachgenosse zu  sein ich dic Ehre
habe, die Versicherung zu geben, dafl es stets mein Bestreben scin wird,
den in ihrem Vercinsorgane zu bcsprochuxdcn Wiinschen bestens entgegen
zu kommen und den zur Wahrung ihrer Standesinteressen zu versffentlichens
den Amcg,unrrcn in wirmster Weise die weitgehendste Beachtung zu schenken.

Wohl bin ich mir der Schwierigkeiten bewufdt, welche meiner cdurch
Ubernahme dieser Geschafte aus der bewihrten Hand, meines chchatam
Herrn Vorgingers harren, der dieselben so tiichtip, sachkundig und  hinge~
~ bungsvoll bis jetzt geleitet hatte, doch hege ich dic Hoffnung, dafd die Herren
~ Mitglieder des Vereines das Wohlwollen, welches sic Herrn - Obergeometer
Reinisch unentwegt entgegengebracht haben, auch mir nicht versagen und
“.mich in dem Bestreben, die Vercinszeitschrift auf ihrer  wissenschaftlichen
Hohe zu erhalten sowie dieselbe zum nicht rastenden Sachwalter aller ihrer
Bestrebungen in Standesfragen zu machen, zum Wohle der Gesamtheit des
Vermessungs-Beamtenkdrpers kriftigst ‘unterstiitzen werden.

Wird mir die erbetene Unterstlitzung zu teil, so werde ich regsamst
" bestrebt sein das mich hochehrende Vertrauen, welches die Leitung des Verei-
nes der k. k. Vermessungsbeamten. Osterrcichs in mich setzte, nach besten
Kriften mir auch weiterhin zu erhalten trachten. A. Mauko..

e e e

Fehlerausgleichung nach der Theorie des Gleich-

‘gewichtes elastischer Systeme.
Von 8. Wellisch, Oberingenieur der Stadt Wien.

{Schiui),
3) Die ;,lLlChICltlg’LAUHg]tlchung’d&‘iVl reckes »]—2-9—8¢«
PSR ¢ liefert die Daten:
Komdmatm von 8 : y 98733'561 x = 36739'165
S » 9ty = 99190565 x = 37951'851
b= -+ 279
Dne glezchzett:g,c Bestimmung der Punkte »10— 11« gibt:
Koordinaten von 10 : y = 100488633 x = 38027190
» » 11 @y = 100530385 x == 37655042
30 : T 3::40 -
r"s__'_'r,équltiert ferner: ' '
' hoordmaten von 7 : y = 99261'784 - x = 34181'961
- = 100174531  x =

SR e » 12 y

€

37396744
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Stidwinkel der Stollenachse von 7 Gamingpfeiler naeh 11 Faanepliler

A0 O3 38N

Mittlerer Fehler der Stollenachsvichumy M == 281
Linge der Stollenachse von Pleiler zo Pleiler S = 20983610 m
Lange der Kontrollbasis »11 - 12« I 0240

Gegeniiberstellung der Ilauptresultate

i ‘ Geuiherte Werte | Ausgeglichene Werte nach Je

| als Mittel aws je | Methode der kleinsten l
i”\_ T Ly . '!“ 7“Tvi J”:"ic"‘k"“ i I‘)u,uh:llv ] .~ l'l'.il(lllklt‘
=2 mstl s | :

! 1~ . 4 s | . F, -. 1y | o % ,‘ b
I Tunnelrichtung . . . 20" 03" 3606 | 20" 03 403 ; 200 03 3838
E Mittlerer Fehler derselhen 406 2N
|

Punncelliinge. . . . . 3608380 3695351 36U8 304

Basislinge serechnet . . FA 250 4400233 A2 4

AU R

| direkt pemessen A58 A0 2hN [0 208

Nach der Methode der kleinsten Ounadrate:
Mittiere 't Fehler ciner heobachteten Richtung 1o Giiite

[O0 4= 1706 .
m io1us
2
» I Giiite
%01 T
S e 17y P
m e ,j o ofe ANT

£ T, g
Nach der Methode der Kleinsten Produkte:
i\'httlem,- Fehler ciner beab. i\’ichlun;{ I Giiite von s == 1 km I.im;;'(':
2020 b 270 T
i =2 i m e 0
I, Giite von 5 =1 ki Linge:
421 4 30

T o R gl
. Giite von der durchschn,  lLinge
von 2906 kmooom == - 1°HY
o Giite von der durchsehn, Linge
von 150 kmooom C07
VIII. Allgemeine Anwendung der Methode der kieinsten

Produkte.
In der Ausgleichungsrechnung handelt es sich imallgemcinen darum,
. AS einer Anzahl von Gleichungen, die grofer ist als dic Anzabhl der darin
Varkommenden Unbekannten, cicjenigen Werte der letzteren  zun ermitteln,
‘Welche allen Gleichungen am besten entspu-clwn Sind in einer Reihe von
"(’lf“chungcn x4+ hy+1 =0
: X F+bhy+l =0

R S e I, = 0

e o

T
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die Grofen 1 durch Beobachtung erhalten, die Koeffizienten a, b gegebene
Zahlenwerte und x, y dic zu suchenden Unbekannten, so wird es im allge=
~ meinen nicht méglich scin, fiir die letateren solche Werte zu finden, welehe

‘samtlichen Bedingungsgleichungen strenge Gentige  leisten, aber es wird 1m-
. omer miﬁg]icli sein, zwei Unbekannte zu ermitteln,” welche die nachstchenden
- Fehlergleichungen befriedigen: :

a4 X 4 by =y

a3 x 4 byy + Iy = v,

B X 4+ by 4+ Ly = Va
Das’ Bestreben der methodischen Ausgleichung ist nun dahin gerichtet,
i dle Widersprilche v so klein als nur mbglich zu machen, zugleich aber die
Unbekannten selbst durch die Einfihrung dieser Widerspriiche so wenig als
“nur maglich von ihren wahren Werten zu entfernen. Nach der Methode der
kleinsten Produkte dient nun dasjenige System der Unbekannten der Sache
am. besten, welches in den Gleichungen solche Widerspriiche erzeugt, deren
Quadrate, reduziert auf die Einheit der zu Girande liegenden Lingen, die kleinste
Summe geben. Wenn v die an den Beubdchtungcn anzubringenden Verbes—
serungen und [, jene Tingen darstellen, auf deren Einheit nach der Elastiz
zititstheorie die Reduktion zu erfolgen hat, so ist die mathematische For-
_.mulierung dieser Minimumsbedingung der Ausdruck:

W] min

_I‘ il

_-_oder wenn den ecinzelnen Beoh’tchtungcn verschlcdenc (Jcn.n.ug_,‘lxcxts;,ewwhtt

o zukommcn
[pvv i
T} = min

A g1 L : mn .
BQ;’,[‘}}CII“U oman ‘I) - aii-‘.’ d”_H eruZiCltCn (l(-—“r’lChtC', 30 ]aut(ﬂ\ d.ug

_.__Normalglclchun;,t,n in ihrer allgemeinsten Form;

[raa]l x + [mab] y 4 [ral] =

_ ' [mab} x + [#bb] y ~+ [zbl] "-'O e

;_Werden die absolute,n Glieder der Bedmgungag]e:chungem von “den in 15“'-_.;

racht kommenden Lingen direkt oder von Proportional-Funktionen dersel”
e igablidet was oft der Fall zu sein ‘pflegt, so lauten die zugehdrigen Nor=!

—Malgleichungen bei glc!chen (;enauigkcitsgemchten (Beispiel a), i
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: Sind die Beobachtungsgroien Lingen oder Richuungen, so o geht die
A"\\"Unr.lung der neuen Methode aus den Analogiesehliissen zwischen ciner
geometrischen Messungstigur und ecinem clastischen Stabsystem divek e her-
vor. Kommen jedoch in eciner iibersehiissigen Reihe von Gleichungen Beali
Achtungen vor, dic durch Ausgleichung 2u verbesserm wiiven, anf die aber
die Regel von der Kleinsten Deformationsarbeit direkt nicht anwendbin
trscheint, wie Geschwindigkeiten, Zeiten, Temperaturen,  clelarische Wider
Stande u. dgl, so kann man sich deren Betrage immer durel gemessene |-
Ben ausgedriickt denken, wie s ja anch bei graphischen Darstellungen, nach
graphaostatischen Begriffen, tatsiichlich der Fall sty und kann dann die: Aus-
glCiChung s0 clurchiiihren, wic wenn man es mit emeton ceometrischen Pinien-
’S,\’Stvm zu tun hitre. Die graphische Darstellung  derartiger Beabachiungen
B immer gereehtfertigt, wenn es sich um Grotien handel, die an Skalen,
__SL'l'L‘n es gerade oder gebogene, abgelesen werden. Temperitaren und Baro-
!l‘lett:'rst;'indn sind durch die Liange cines Quecksilberfadens geochen; Zeiten,
'Strmnﬁt:lr]ccn, Tourenzahlen u. dgl. gelaingen entweder an elektnischen Repi

1 Sricrapparaten dirckt zur graphischen Darstellung ader an Uhrwerken dureh
den Stand des Zeigers zar Ablesung. Auch ime Tezteren Falle handelr essich
UM Skalenmatie, nicht aber um  Winkelwerte, wie bei Richtungsheobachtun-
£eN, weshalb man s im dibertragenen Sinne immer nur mit - Lingenausglei-

; chll“‘,{t:n Zu tun hat.

Einige Beispicle magen dies nither erlinemn.

a) Bestimmung der Konstanten eines Theodoliten mit Okularfilar-
Schraubenmikrometer.
st D die 2u messende Distang,
% der abgelesene Lattenabschnitt,
m der Abstand des fixen Fadens vom Nullzabhn des Ziahlvechens,
s der Abstand dieses Nullzahnes vom bheweglichen Faden,
C die Multiplikationskonstante und
_ ¢ die additionelle Konstante des Instramenies,
- 80 Jautet die Distanzformel

“und die Fehlergleichung fiir die heiden Unbelkannten © und ¢;

l m v
L O e - D=
m-f s
v odie obigen Werte und  fiir 1.

Ny
_'sﬂﬁtzt man in cdie Minimumsbedingung fiir
aunch chensogut die den  Latten-

Mie attenahschnitte » (man kénnte hietir
~Aschnitten proportionalen Distanzen D--¢ oder ohne praktischen  Nachteil
(i"f(?l{t die Absolutglicder D cinfithren), so ergeben sich fiir die Unbekann-

._ len die Ansitze:

A i e il sy

bl ol




Sl o
[ (m -AH) [; # r_ﬁ}:i-s [m.l;.s]
el T e bl
e N TR e
[ (m +4-5)2 [1_ | m s [ll1+s]

I

‘Als besonderen IFall wihlen wir. das von Obergeometer Ernst Enge
in der »Osterr. Zeitschr. f. Verm, « Jahrg. 1, 3. 65 nach der Methode der ls“«‘““t‘jn
Quadrate ohne Entfernungsgewichte hehandelte Zahlenbeispicl, Darin 15t
m = 2967, ntherungsweise ¢ = 0415 und sind die sonstigen flir die Kon-
stantenbestimmung értorderlichen  Elemente in der nachfolgenden Tabelle
sammengestellt.

B e AT et e o
e e e e e e e

e e . T —

| Nr. D A li -8
L
1 50415 025 | 2427
2 | 100415 | 050 | 2430
3| 150415 0-751 2:498
4{ 2004156 | 100 | 2428
51 250415 | 195 | 2428
6 | 300415 ; 150 | 2430
I

: A 1 ‘
W VA l 4 (N AT TS T e S S U9 2 )' 787.
Man orhalt zunichst [(: ekl _;] (18032730, [m ] = vz

',y': [ ] — 19506038972, [l" = 98, D] = — 1204063 und schlief-
rn+s % A : _

lich. die Resultate nach der Methode der kleinsten

Produkte: C — 1079249 c = 0398
- Quadrate: C = 1079 302 c = (389
Differenz: 0053 - 0009

In Prozenten des mittleren Fehlers ausgedriickt, der fiir C den Wert
0217, fur ¢ den Wert - 0:038 hat, hetragt somit der Unterschied zwischen
den Ergebnissen beider Methoden in beiden Konstanten je 24"/, :

b)hestlnimung der Konstanten der Geschwindigkeltsformel.

_ Aum Mebscn der Geschwindigkeit ﬁmﬂacmlm Gewdasser  vermittels  des
;Woltman nqchcn Fligels dient die Formel: i3
b PR B

_'wnrin V d:e Wassergf.schwmdlgkclt und U di¢ Anzahl der l'luL(-lumchchun—
gen in der Sekunde, @ und’@ aber die fiir jeden Fltigel zu  bestimmenden
.onstanten bedeuten. Bewegt man den Flligel in vollstandig ruhigem Wasstl .
leichférmig und geradlinig auf eine gemessene Strecke L, mit den verschier
enen (ze:schwmd;gketten v, Vg ey Wy smd die jenen Geschwindigleiten
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CRisprechenden  Zeiten t, t, . . . t, und dic zugehdrigen  Fourenzahlen
Yiu, o u, so bestehen allgemcin die Bezichungen:
L u
V = . und U
t

und man hat dic Bedingungsgleichungen von der Formy

Lo
T o= a -
t "y
oder:
tew - mg-—~ [ =0

und somit cic Fehlergleichungen:
t, & - 1, {3 1. == I
t, @ - u, g [. == {,

L L r) = L o=
Da hierin L. fiir alle Messungen konstant ist, so geht dic Mimimumshbedin.

gungl- ] = min fir die Methode der Kleinsten Produlie e die tiir die

Methode der kleinsten Quadrate giltige Form ] == min iiher und man ha
somit fiir beide Methoden die gleichlautenden Resultate:
[u] [¢] — [tu] |u]
[t} [un] - [tu] [l
oy ded fu] e ]t
# = “ et] {uu] - [tu] |tu]
Hat man aber den verschiedenen Messungen auch  verschicdene |in-
Ben L, [, ... L, zu Grunde gelegt, so zieht die Methode der Klemsien
Produkte dlcsum Umstande insofern Rechnung, als sic darant Rijelsich
Nimmt, dafl die Fehler in den t, u und v nicht mit den Lingen proportio-

[

nal wachsen, sondern ebenso wie die
Wurzelgesetz befolgen, s lauten dann die neuen Formeln:

R e
rlE =l

Lol ][]
BIEEIEIEE

1 welchen die Methode der Kleinsten Quadrate nwr durch  Lintiihrung von
entsprechenden |ingengewichten (neben den eventuell zuzuzichenden Gienauig-
kUithC\vichtcn)gcl:mgcn wiirde, Die Nichtherticksichtigung des 1ingeneintlus-
Ses wiirde daher jedenfalls eine grobe Vernachlassigung gegeniiber den stren-
gen Regeln der auf der Llastizitatstheorie
methodischen Ausgleichungsrechnung iberhaupt, bedeuten.

Liangenmessungstehler das OQuadvai-

begriindeten Methode,  wice  der

e

I S s e

ST e
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IX ertxsche Bemerkungen {iber die Methode der kleinsten
Quadrate.

Bei allen Ausgleichungsrechnungen, die mit besonderer Schirfe durch-
sultihren sind, erfreut sich die Methode der kleinsten Quadrate eincr aus”
schlieflichen Verwendung, und selbst in jenen Fallen, wo ein Naherungsver-
fahren geniigt, wird dessen Wert nach dem strengen Maflstab der Methode
der kleinsten Quadrate in der Regel vorerst gepriift. Bei der grofien Wich-
tigkeit, die man der methodischen Ausgleichungsrechnung beizulegen herech-
tigt ist, erscheinen mit Riicksicht auf die Begriindung der hier vorgetrages
.nen Methode der kleinsten Produkte nihere Erklarungen gehoten, die wir
- mit Bentitzung ciniger aus Dr. Henke's klassischem  Werke entnommener
Stellen uns abzugeben erlauben. ‘

~'Die zur Ausgleichung von Beobachtungsresultaten dienende Methode
,___'-.-'cie'r_ kleinsten Quadrate wird bekanntlich durch Verallgemeinerung der Regel -
des arithmetischen' Mittels aus dem  Gaufd'schen [Fehlergesctze ahgeleitet,
also auf Grand einer nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf-
« gestellten empirischen Formel, die den natfirlichen ‘Verhtiltnissen -nur nfhe-
. _tungsweise entspricht. »Erkennt man nune, sagt Henke, »die notwendige .
* Voraussetaung der Wabrscheinlichkeitstheorie der: Fehler als nicht, oder nicht
immer, erfilllt, so erhebt sich die Frage, ob dann die Methade der kleinsten
© Quadrate noch immer als Prinzip der Ausgleichungsrechnung gelten darf,
~oder man wird nach ciner anderen, cinwurfsfreien Begrlin

_gesetzes erschilttert, indem »nur eine angentherte aber nicht durchgingige
 Giltigkeit der der mathematischen Behandlung der Fehlerthcorie zu Grunde
: hegenden Annahmen behauptet werden kanne.

_'_'_"der Fehler, wie sie das Gesetz der kleinsten Quadrate und also, nach der
Ableitung von Gaufl, auch das Prinzip des arithmetischen Mittels erfordere,
durchaus nicht in allen praktisch vorliegenden Vallen als erfiillt anzuschen
sind, oder dafl man sich wenigstens solche Falle denlcen kann, in denen sie.
icht zulissig sind, — Wo daher nachweislich eine oder mehrere, die tibri-

abwelchendc Resultate von den durch die Methudc der klembtcn Quadrate o

klemsten Quadrate gel:eferten Aueglelchungsrwultatc als wnhrschemhchqte
im strengen Sinne zu betrachten. Wenn die Giltigkeit dieses Gesetzes nicht
=verh£1rgt mt, 80 haben die Ausglelchungsresultate nur den Charakter zweck-

7 »ilattet alsu dem Gauﬂaschen Fchlergesetzc wie der darauf gegrﬁndc*
_:__fMethode der Kleinsten Quadratc unvermeidlich etwas Willkdirliches und

dung dieser Methode suchen miissens«. Nun haben verschiedene
_kritische Untersuchungen die absolute Geltung des  Gauf’schen  Fehler

Bessel zeigt, »dafl die Voraussetzungen {iber die ’W'lhr%chemllchkelt,

en betrichtlich {iberwiegenden Fehlerursachen vorhanden sind, werden sich
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Yaher Ungicheres an, so warnt v. Krics nochmals  ausdricklich  vor  der
(ihlrchwcg iiblichen Cherschitzung ihrer Resulateso Die Methode  der Kiein-
- Sten Quadrate betrachtet er sals cin rein konventionelles Auskunttsmittel,
‘d(’SSCn man sich in allen Fillen bedient, selbst dann, wenn man nicht sicher
.' B daB das G auBsche Fehlergesetz gilt,  das man  sogar wider hesseres
' V’f’risscn dann anwenden mufl, wenn man sicher ist, dall dic Vornssetaungen
1856s (Gesetzes nicht erfiillt sind.«
_ ‘Da im ganzen nicht viel darauf ankommt, ob  dic Vorussetzungen
Seiner Giltigkeit immer streng erfiillt sind, so nimmt man es al s allgemein
Biltig an, weil nichts besseres an scine Stelle gescerzt wers
den kann.s

Wenn aber die Methode der kleinsten Quadrate hlof aus dems Groande,
Weil man nichts besseres an die Stefle des Gauf$'schen IFehlergesetzes setuen
kann, strengen  Ausgleichung  von  Beobachtungseesuhaten  angewendet
Wird, »g0 kinnte nicht mehr behauptet werden, dafiman dadurel dic wahy-
"¢heinlichsten Werte der Unhekannten erhiclte,

Mit Recht hilt es Dr. Henlke fir zweckmifig, wenn man daher
U Begritndung der Methode der kleinsten Ounadrate die
; 'w"‘hf'ﬁchcinlich keitsthecorie iiberhaupt nicht mehr in An-
SPruch nehmen wiirde. Wenn er aber das Problem der Ausgleichungs-
"eChnung als eine Aufgabe crklirt, welehe nur die Forderung des om iy
H(‘-hst nahe Licgens« zu crtiillen habe, sa mochten wir es o aller

SMrenge bezeichnet haben als eine Aufgabe des smaglichst nabe [ie
£ens unter geringstem Zwangee, wobei wir unter dem Zwang,
den man ciner Beobachtung  durch  Anderung ihrver Lange oder Richiung
Iantm-, die Spannung verstechen, die cin gleich grofler Stab duwrch eine Krafy
e"]ﬂidt-l, die ilm dieselbe Detormation crteilt.

Erklart Il enke als mathematischen Ausdrucl scines Prinzips den Fan-
dﬂllmntalsatz der Methode der kleinsten Quadrate, so erscheint unser stren-
 Bereg Prinzip als die Grundlage der Methode der Kleinsten Produkte,  die
Wir als eine Schwester der ersteren, unablidingiy von der Wahrseheinlichkeits-
"-'th'h‘"l’ic, nach der strengen Theorie des Gleichgewichtes  clastischer Systeme
'_"inwandfrci begriindet zu haben glauben.

Neustift hei Scheibbs, 1903

_f_fAuftragsapparat nach Obérgeometer Karl Michalek.

n der Vervollkommnung  des Kartierungswesens nehmen die kleinen
Auftragsapparate, die den Gebrauch von Zirkel und Matistab hewtzutage
“thohrlich machen, cinen grofien Anteil. Im Anschlusse an das mit meist
© Sehr prigisen Instrumenten bewerkstelligte Polygonnetz folgt die Derailauf-
= ‘_(Ta_&'ung, cine wichtige Arbeit, die an den Geometer in Bezug auf Geduld
nd’ Ausdaner gri)ﬁ(?-l'l-‘v Anspriiche stellt als  die Schaffung  des Polygon-
‘Netzes selhst.,
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