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Graphische Koordinatenausgleichung trigonometrisch 
bestimmter I.)unkte. 

Von Jll. Komel, k. k. Geometer der Neuvermessungs·Abteilung für das Kiist'enland . 

. @ie strenge Ausgleichung eines trigo�ometrischen Netzes nach der „Me· 
thode der kleinsten Quadrate" ist der Umständlichkeit 11nd der vielen 

Rechnerei wegen sehr zeitraubend, und man ist daher im Zeitaltei- der Schnell· 
messerei darauf bedacht, unter möglichster Beibehaltung der wertvollen Gr�nd­
sätze jener Methode, praktischere und rascher zum Ziele führende Ausgleichs· 
methoden ausfindig zu machen, we lche besonders bei Ausführung, von so· 
genannten Kleintriangulierungen Anwendung finden sollen: 

c _ . Sowie in der Statik das graphische Rechnen grosse Vorteile bietet 
'lif � 

• 

· tmd das numerische Rechnen zum grossen Teile ersetzt, so gibt es auch für 
: d.ie Fehlerausgleichung· bei Triangulierungen mehrere graphische Methoden, 
, deren Res'ultate sic.h den· Ergebnissen - der stl'engen Ausgleichung mehr oder 
_ Weniger genügend nähern . 

Viele Aufgaben' det Fehlerausgleichung lassen sich aber ·ganz gut auf 

A.ufgaben aus der Lehre vom Gleichgewichte· der Kräfte zu!'ückführen, so 
<lass - man auf. jene auch die Lehrsätze der graphischen Statik anzuwenden 
betechtig.t ist. Wenn -man nämlich -annimmt, die einzelnen auszugleichenden 
F�hler seien Kräfte, welche den betreff enden Punkt nach verschiedenen Rich· . 

tungen zu verschieben trachten, so ergibt sich für uns die Aufgabe, jene 

-

. ": \' • 
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Lage des Punktes ausfindig zu machen, für welche alle auf ihn . ' 
Kräfte sich im Gleichgewichte befinden. • , 

'. 

Da man weiters bei der nachfolgend gezeigte·n graphischen Ausgleichupg · „ 

durch die Fehlerfigur den ganzen Vorgang klar vor Augen hat, sö glaube ' .;, ich, dass es auf graphischem Wege viel leichter und besser möglich ist, die · 1.1 
Gewichte der einzelnen Beobachtungen zu berücksichtigen und dass auch die .: 
sogenannten Widersprüche sinngemässer .gedeutet werden können als durch 
reine Rechnung; . ' 

Im nachfolgenden soll der Versuch einer graphischen Koordinatenaus· · 

gleichung als Erweiterung der in der österreichischen Instruktion für Theodo· '.:;��� 
litaufnahmeJ1 angedeuteten Methode gezeigt werden. Vorher will ich jedoch 

.··· ·; .. _ .. i.,.··-,:·:·· .. ·:,?..,:'..�:;···;····.,•·.··.;···· auch die von mir angewendete Winkelausgleichung bei Richtungsbeobachtungep 
�;�f, angeben. ., .. , 

. � ' �-tt)i Gehen wir von der Voraussetzung aus, ·daas zum Zwecke der Triangu· · ·'.;::;i� 
lierung eines Netzes ·IV. Ordnung eine. gewiss_e .Anzahl bereits ausgeglichener: . · .. �t:!� 
Punkte höherer Ordnung gegeben sei . · · "'./iff! : ��� Es ist von grossem Vorteile, und man erspart sich viel Rechnerei, wenn · · •" 

.. , man bei dt:r Winkelmessung nicht nur auf'den. gegebenen, sondern auch a4f · :.,. 

den erst ZU ·best immenden Punkt das Instrument orientiert, und zwar auf den ;· ' 

· 'letzteren durch Umkehrung der auf einem gegebenen Punkte bereits ermit· -�. · 
telten orientierten Richtung. Auf diese Weise erhält· rnan .sofort für alle- · . 

. ·Punkt'e genäherte orientierte Richtungen. Die Ermittlung' der definit.iveti 
h" :_ odentierten Ric�tungen geschieht in . den gegebenen Punkten ·al,.tf bekannte._:;; 
!'< :;,Wei��, .in den neuen· funkten_. aber,.-folgeq<lerma,s.sen: 

· 

�,�_,;:„:�:�.-" ·_ :·
· 

' : .:- '·_:,:.• _ ._, , ' '· '. . -

-

.
. 

· 

., . _�· i . : .i,: ' ;_ _ -

-

- ' 
· '.;'· ; . 't ,· Man . beginnt· mit jcneaj n�u�n _Punkte,. ·.\T on welchem. die meisteQ alten 
,r:_, · .. � ]>unkt� :-;t:ri�isiert . wurdeµ ; ' 

urid-:��lchet·,·'auch vpn den meisten alten Punkten· 
;;�!;·_:.";ati� ,: ·�ri visi�rt w�rde„ . unä verfährt. a��log \vte� bei ·Erm.ittiung \_der definitiven(� 
U::':/· ' Örie'.n·tfe�ten Richtungen' -iri deri alt�n. Punkteri; d; h. die in den alten Punkte�·�:· 
':·,:��·" �, ��funderien ori�n.tierten Richtungen nach ·dem neuen Punkte werden :ur:ri· ,,, 

1'8q0. geände'rt, d�'n korrespondierenden vorläufig odentierten,Richtungen geg�n· 
. , · übet-gestellt und die 'Differenzen derselben gebildet. Das Mittel dieser 

. 
Difü�··-�� 

�r • ,  reri.Z�n '2u d�n gemessenen VQrfäufig ;orienti:rten Richtungen' addiert oder su�· -� 
�Lt( :t?rabJ�tf :rfi.bt · uifs· die c!efinidve� QrienÜerte� .Rfohtut)gen im neuen . P�n�te„. .„ , . ;;�·f::��- · '0') _ _ · /�, ,-� - -;�· : -'. �- ��- -

-
,._ - - >- . •  _ - -

_ ; . ,... ' 

- -

„_

-

, 
_
- - . 

' -
:: -h,.. __ :·- -

_ , 
-

_. · · 
-

- . - - ·
--. 

�,;_ l �k'�·�:.:\.< .:; .: .s��ön . . _bei_dn. Rechnungsteliun�; .. clieser: Differenien-. kann ·man event.!lene: 
�t�t;�G��icHte·'. der ·�rnzeinen · Njess�ngsda�en ·berücksichtigen. · · . ,; 
�4't·�f�,:;_ /·>O.�m;h- ·fortgesetzte Gegen�be�s��llung ·.aller äusseren definitiven .. und':: 

1 .• • . · .J .{.„,; •.. .  ·· , , • · J. J , t , , · · - r 
�" · 

·
· · .. • i�sppnqi�ren,den „�µ.nei:en · vor!�ufi,ge� .�chtungen . werden 

.
für alle .. Pun��e" 

f; :a'ef\nit�ven orientierten ' Ri��lung.el1' gefunden . . . ·. ' 
' 

.c ;:� 'i-r.,·:
�fi,chdem .

. 

tties . für -.�ll� �:Pupkte, · auf welchen Winkel�ess�ngen vorge�­
"_'�t\Vpt.��J!. sind,. gescheJlen ist�;; Jcönnen durch. n9chmaligeS. Gege,nüb��� 

" 1b;f:.,�rJ:llittelten denniUvc,n.' Richt"1ngen allenfalls · nöcp kleine · Ve 
!1bS:i� ;l·,;;;·.'- ,i,t,�2, �fätzgr�iff!n, . . loFp�s;/•ä�tl�chc M�ssungsdaten · tur· Bild�ng.:�.� 
}t:�>;�,9rlc'fitf.�rt�'�,&ielitu'�:g�ni vcrwert.et :.Worden sind. 

. " 
,,, '':'1''?,�fii;J��t::i,�f.,f, �i; ,�:· 

•.

. 

. 

; • , 
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Die äusseren Richtungen werden in der Regel von den entsprechenden 
innereQ. Richtungen etwas abweichen. Bildet man nun die Mittel aus den 
beiden Werten und benützt diese Mitt'el zur Ausmittelung der Dreieckswinkel, 
so muss in jedem Dreiecke die Winkelsumme genau 180° ergeben; ebenso 

-- muss in jedem beliebigen Polygon die theoretische Winkelsumme resultieren, 
'· mit einem Worte, es sind sämtliche Winkel des Netzes ausgeglichen.' 

Bei Berechnung der vorläufigen Koordinaten der Netzpunkte kann man 
nun gleich aus dem \Vinkelmanuale die orienÜerten Richtungen, beziehungs­
weise die Mittel aus den äusseren und inneren orientierten Richtungen, falls 

beide gemessen wurden� entnehmen. 

'\; 
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\ 
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- ·• - - - - - ·db .B 
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f" (J,li;_c_,_,"l • . .  „, 
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Zur. Vornahme der ·graphischen Ausgleichung rechnet man sich nun 
sämtliche vorläufigen Südwinkel', stellt sich dieselben der leichteren Ueber­
l3icht wegen in die Anmerkungskolonne des· Winkelmanuales neben die be­

: treffende · orientierte Richtung ein und bildet gleichzeitig auch .die Abwekhun­
. ·, gen zwischen· den orientierten Richtungen und den zugehörigen Südwinke�n. 

Mit' Hilfe · ·des in der österreichischen Instruktion für Polygonalv'er­
: messung angegebenen Diagrammes trägt man sich nun auf einer gut gezeich­
nete9 Triangulierungskarle die den Abweichungen entsprechenden Abstände 

" 1in_ dem auszugleichenden Punkte auf und zieht gleichzeitig in diesen Abständen 
· . . , zu,'·den ;betre'ffeµden Visierstrahlen parallele Linien. Diese Linien stellen die 
· •ufaulösende Fehlerfigur dar. 
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Nehmen wir zuerst den einfachsten Fall her : es sei ·nämlich 
figur ein Dreieck , d. h. der zu bestimmende Punkt sei von drei 
Punkten aus vorwärts . eingeschnitten worden. , 

In Abbilclt1n:g I sind A, B, C die drei gegebenen Punkte und 1 der aus den:1 
Richtungen A, B. gerechnete neue Punkt. Die vorläufigen Südwinkel A- I: .c:,; 
und B-t braucht man sich nicht erst zu nehmen, da dieselben mit den �e� ·'.5� 
treffenden orientierten Richtungen übereinstimmen müssen, · dagegen ergibt,, :;,� 
sich eine Abweichung zwischen dem vorläufigen Südwinkel C- 1 und der· 1� 
korrespondiercnde·n orientierten Richtung. Zieht man in dem dieser Ab··. �'.1, 
weichung entsprechenden Abstande zu C- 1 eine parallele Gerade und ver� . ,1;'< . 

. 
läng·ert auf entsprechende Weise �ie Geraden A- 1 und B- I, so erhält man "t� 
das Fehlerdreieck ( I m n). 

· :� Dieses Fehlerdreieck ist nun derart aufzulösen, es ist beziehungsweise :1��.J-� . ' ..,� die Lage des Punktes so festzustellen, dass die Summe der Quadrate der Ver· ,r·� 
. A'' B" C" . M ' . . d ' � 

besserungen v , v , v ein . 101mum wer e. . :·:� 

11.. 

/ 
: / "  

:' /:,.-·" 
;I' 

i \ V 
l " :" /i ' . . 

'• ·--. •. 1 ·,.':; 

.A' 
.,, 

1 .-:..,.;,,�! 
./ . tf!.J� 

Nach der von Jordan angegebenen und der hier•gezeigten Auflösung::_ · -.;� 
ai:ic�. v:on belie�igen�' Fehlerfiguren zugrunde gelegten Formel wäre der Punkt<� 
sQ ·.a,rtzunehmen, · dass sich die Verbe5serungen v A'• v B" . vC" zu einander� 

.. • . • . . ' ' 1 . . . 
, ·�

· 

verhalten wie A12sa: BJ'sb: Cr2sc:t wobei AI, Br und CI die Entfernong'.\'�t.i·. :,·. „ .. : -�es .. Punktes I van A, B und c 9nd Sa ' Sb • Se die korre·spol)dier�nden Seiten,·' i� 
" : ,.d�a .'Fehlerdreieckes bedeuten . Oie Werte. von A1'sa u. s. w. lassen sich. 

, )�,r'.ec��en, nachdem. A 1, ß r . und Ci, bekannt · sind und sa , !lb ·und sc au's der:. . .:'. Zeichnung entnommen werden können. Durch eine einfache Konstruktion'•, 
:� .. /·fiµ·�et. 'IT)ap dann· die' Lage des ausgeglichenen Punktes . 

/ .·;,_;{� .. :Be.:vor · ich 'die. Auflösung einer. a1uJ vier oder mehr Visierstrahlen be>�· 
. ',· sf.�hend�n . Ii'ehl.erfigur auseinandersetze, will ich noch ieigen, wie ein Fehlei·:� . <;'drc.iec� mit· Hilfe �er graphischen Statik aufgelöst werden kann, wobei. 9as·:� .. glei-che. -�esut'tif."wie bei Anwendung der J'ordan'schen Formel erzielt wird 
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In Abbildung 2 sind A, B, C die drei Visierstrahlen, welche das Fehler­
dreieck m n o ergeben. Die Entfernungen des auszug leichen den Punktes von 
den drei gegebenen bezeichnen wir ebenfalls mit A, B, C. Denken wir uns 
nun im Punkte m zwei Kräfte wirksam, welche diesen in der Richtung m n, 
beziehungsweise m o verschieben wollen. Die Grösse dieser Kräfte m p und 
m q ist durch folgende F ormeln ausgedrückt, es ist: . 

1 I 
m p = ---- und m q = -----. B�.m n A2• m o  

Man rechnet sich nun m p und m q, trägt sich dieselben in irgend einem 

Masst�be auf den betreffenden Richtungen auf und findet deren Resultierende 

m R 1 .  Analog findet man auch die in n und o angreifenden Resultierenden 

R 2 und R 3. Alle drei Resultierenden schneiden sich in dem gesuchten besten 
Punkte D. Haben die drei Visuren A, B und C verschiedene Gewichte, so ist: 

m P - p, P-i d. P3 
b . d d' = ------ m q = --. --- un o s = -------- wo et p1 p2 un p3 te 

B2m n ' Aim o C2n o ' ' 
in Rechnung zu ziehenden Gewichte bedeuten. 

Wenn man nun die senkrechten Abstände des Punktes D von den 
Seiten des fehlerzeigenden Dreieckes durch die Quadrate der Entfernungen 
des Punktes D von den gegebenen Punkten A, B und C dividiert, und die 
so gefundenen Werte in einem beliebigen Masstabe von D aus auf den ent­
sprechenden Senkrechten De, D f und Dg aufträgt und sich als auf den 
Punkt D wirkende Kräfte denkt, so 

·
müssen diese drei Kräfte im Gleich­

gewichte sich befinden. 
Diese Regel werden wir mm dazu benützen, die beste Lage des auszu­

gleichenden Punktes zu finden, wenn derselbe von mehr als drei Punkten aus 
eingeschnitten wurde. 

Durch Analogie ergibt sich nämlich auch für beliebig viele Visierstrahlen 
jene Gleichgewichtslage des ausgeglichenen Punk tes . 

. 
i(, · · Ich will hier auch noch die F ormel angeben, durch weiche die AnzahJ ���: - : '. x der durch n Visierstrahlen gebildeten F ehlerdreiecke gefunden wird. Es ist 

Dr/· ._ nämlich x = 0 (n-i6)(n-z)
. 

��-' i�t ·. l:Vt\ (i'• Nehmen wir als Beispiel die in Abbildung 3 dargestellte, von vier Visier" 
strahlen· gebildete F ehlerfigur. Die vier Visierstrahlen ergeben vier fehler­
zeigende Dreiecke. Jedes einzelne Fehlerdreieck wird auf die oben angegebene 
Weise aufgelöst, wodurch vier beste Punkte erhalten werden . Nun zeichnet 

. man sich in jedem Dreiecke' die drei senkrechten Abstände von den be­
. · .

. 

treffenden Dreiecksseiten. 
Von den senkrechten Abständen der Punkte a, b und c vom Visier-

strahl 1 bildet man jetzt das Mittel, ebenso das Mittel der Abstände der 
, . Punkte a, b und d vom Visierstrahl 2 u. s. w.; unter Berücksichtigung der 

-, ·.Lage der Abstände sind diese positiv oder negativ zu nehmen ; es sind z. B . 
. \für den Visierstrahl 3 die Abstände aa.'" und c')"'' positiv, dagegen o.�'"ne· 
: :·gativ zu nehmen. 
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'. 

" 

,>·•::� · 
In Abständ�n, welche diesen mittleren Abständen proportional sind,��{ 

:, i.- zieht man weiters zu den vier Visierstrahlen parallele Gerade. Diese neue,,· 
. °'Linien bilden wieder eine Art Fehler·Figur , ,deren einzelne Dreiecke weitere 

•. � , . • � „ yier beste Punkte ergeben. Die J:correspondierenden besten Punkte. der ersten 

K� .< • .. ,. roit. den. besten ·Punkten.· der zweiten Fehler�Figur verbunden, geben viert 
�:; >< · ; Sttaplei.i, welche sich in. einem Punkte-.s�hneiden, Dieser Punkt ist der ge� 
•'. 7:. ; . . . '. � r , · „ • . 1 

r, 

; , · ;� · · �lichte' ·heste P.unkt. 
r,K�;; { ,)":(;:;''.� �.Önstruiert

·
'·n:tan 

'
sich ·das· Kräftepolygon' ,wie :ob.e� angegeben, . ;f' ·' 0-: •Jjtan , finden, i:I�ss sich aüch hier die vier Kräfte im Gleichgewichte befinqen '.f' , 

:„�·�··." „ : . .  ' „ ' - � �3,.·�· :.·:·'.·' . '. �JJssen . ", , · .�t:� �,:·j'.'. „· „ ;�: . . D�e bei �er hier' gezeigten graphisc�.en Ausgleichung' po�w,endige�-'"·" 
/·' , . '. ·\ Rechenöperatiqhen, wie Quadrieren der Längen der Visierstr�hlen, Multiph• 
�: .'.;;;.� ·

. ��:k'cit�,?P dieser Quadrate: ll!it der _bet'reffcenden .Seitenlänge .tles Felile;i;d�eiec]<�� 

r.;�l ",�;;"°n.d ·BJI.dung der reziproken Werte können sehr v.orteifüa{t , t,nit flilfe ·. 
d 

·-. ���'.;'.' _ �'.;.;:1�g�rithmischeil ·Rechen)chiebers� bewerkstell'igt . \Verden. .. ��h ? ,;X�:�\;i,; ·'., Es ·wurde, bisher ; angen9mmen1 dass · der;;. ::äuszugleiCqende - ttigox( 
!�,'i' !\;.„.,,.�. \-:�.· f • :- ' • . ' 

' • . - ' . 
. ' ,.. • . lli" . - ' � �� „;< · ' im�trische- 'Punkt . durch Vorwärtsein&cbneiden, bestimmt wurde.. Die . Mehrza i 

�;,„„ r;.;,_�.:: 9:�t trjgo11ometrische� · , Punkt� . ei�es Netzes wird aber .in qer Regel . dutc 

· �.��n�:· ��mbh�iertes Einschrieide_n. · festgelegt. In . diesem Falle hat m.an zu :herüc 

..,, >'2"�-� �ic�Vge?, d.��S'. gewisse ,'Vi�uren gegeO:scitig, d. h. sowohl vom gegebenen " 
�·;)· :„ 1,i'f{!�m· .er�t: ·'.neu zu besti�menden Punkte und umgekehrt gemacht wur�e,, 
�? . .,·��·�rt;i�1.��ren1 a;ber ·bloss eitJseitig:- . . . · 

. . 
. 

. 
. „ . 

, 

; (:'..;· ':,.i':��.1.-�: . ··F.:.� is�-nun klar, dass der aus gegenseitigen Visuren sich ergebend, 1-i>·i .' ;;n)Jttl��en otie�tiirt�n· Rioh.tung.,ein grösseres Gewicht beigelegt werdep mu.. :�;; \::-·>�:�: ��ä . ;der �:auf �tc,;1� · eins�itiger Visuir abgel�iteten . · Gle.iche Genauigkeit bei· „ 
" 'i>'� ,/-�.-�� ;� .:··�: ' J ' ' ·� '�'. ·� 1 ' • _, 

,. • 

.;:· ·\�,;j„���t; � ;i" .''',�. 
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Winkelmessung vorausgesetzt, wird man den aus gegenseitigen Richtungs­
beobachtungen gefundenen mittleren orientierten Richtungen das doppelte 
Gewicht im Vergleich zu den aus ·einseitiger Beobachtung resultierenden 
orientierten Richtungen geben müssen. Bei der Auflösung der einzelnen 
Fehlerdreiecke einer Fehlerfigur wird man also im Falle kombinierten Ein­
-schneidens diesen Umstand berücksichtigen müssen. 

Diese graphische Ausgleichung hat ausser dem Vorteil der Zeitersparnis 
auch den Vorteil, dass man schon durch blosse Betrachtung der fehlerzeigenden 
Figur ein Urteil über die Genauigkeit der einzelnen Richtungsbeobachtungen 
.sich bilden und bei Ausgleichung des Punktes auch das Gefühl mitsprechen 
lassen kann. 

/ 

· Aus einer Fehlerfigur, z. B. wie die nebenstehende Figur 4, werden wir 
�of?rt dara.uf, schJiessen müssen, dass dem Visierstrahl M sozusagen nicht viel 
zu trauen sei; und wir können mit grosser Wahrscheinlichkeit annehmen, 
dass bei nochmaliger vorsichtiger Messung jener Richtung, der aus der Figur 
ersichtliche Widerspruch behoben werden könnte. 

Bei der Ausgleichung eines trigonometrischen Netzes, bei welchem eine 
grosse Schärfe in der Bestimmung der Punkte nicht erforderlich ist, kann 
man sich eine genaue Konsti:uktion des besten Punktes ersparen, denn bei 
einiger Uebung kann derselbe annähernd genug nach dem Augenmasse an· 
genommen werden. 

Besonders grosse Vorteile bietet diese Ausgleichsmethode mit der 
fehlerzeigenden Figur dann, wenn man mehrere trigonometrische Punkte im 
Zusammenhange ausgleichen will; ja es unterliegt keiner grossen Schwierigkeit, 
ein ganzes trigonometrisches Netz im Zusammenhange auszugleichen. 


