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l'abelle 
der Coefficienten für die Bedingungs- und Normalgleichungen 
beim Ausgleiche trigonometrischer Punkte nach der Methode 

der kleinsten Quadrate (Vermittelnde Beobachtungen). 
Von Ernst Engd, Obergeometer im Triangulierr111gs- und Ka.lkulhurea11, 

®ie Methode der kleinsten Quadrate hat durch ihre Exaktheit die in der 
Geodäsie angewendeten älteren rechnerischen .Ausgleichungen der nnvcr· 

· ·tn�frdHchcn Beöbachtungsfehler fast völlig verdrängt. Neben derselben 
behaupten sich jedoch eine Reib.e praktisch� r Verfahren insbcsonuere fi.ir die 
Ausgleichung trigonometrischer ,Netze. Der Grund hiefür ist darin zu suchen, 
Qa$.s die Ausgleichung nach der Metbode der kleinsten Quadrate bei ihrer �n we ndu ng auf diese Probleme die Bewfütigung- eines nicht unbedeutenden 

. Z i ffer11materiales erfordert und dass der hiedur..::h bedingte Zeit- und Arbeits· 
· .„, aufwa,nd besonders bei Netzpunkten nicdeter Ordm.rng in keinem angemes· 

· &eneri Verhältnisse zu der praktischen Bedeutung der gewonnenen Resultate steht· 
, 

· 
- Muss daher die Anwendung und Vervolllwmrnnung der grnphischcn 

lt . . . �'us�leichsverfahren vom St.andpunkte der Praxis angestrebt werden, so soll 
!t_.;_ :'-\! i_::;f, • �P�ererseits im Hinblicke auf die durch die Anwendung- der l\fothode der ' ;:;:: :�;,(;�tl�ms ten Ouadrate zu erzielende Genauigkeit getrachtet werden, dt�n Kreis 

'�)"_: ·_ 1(11�-- _, , ·_ - . � 

'1·;-;_:'.,-�r -.praktischen Anwendbarkeit der Methode der kleinsten Q uadrate durch 
·r-�Jnfachupg ihres Rechnungs:ganges zu erweitern. 
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Gewiss ist in dieser Beziehung und zwar durcJ die Einführung wertvoller, ·) 
. .  · den Rechungsgang stetig kontrollierender Verfahren viel geschehen. · lo�� 

. .. ·.besonder� aber wurden für die Ermittelung der -Coeffici.enten der BedingungS,�.::r 
„� ( :  ,:.-.gleichungen. graphische Methoden geschaffen, welche in der Pra:;'{ls vielfa?h;:,'. 
>�·. wenn a1.lch zumeist nur als Kontrollen für. die rechnerische Bestimmung d�ies�.rf.:: 

; · · ·:, Coefficienten Eingang fanden. (Horsky, Dr. Eggert und Kreisel). ' 
i" . - ,. , 1 • ·' • , ' • • 

. · · Es sei nun . im folgenden ein Vorgang beschrieben, welcher es durch „
.'..,., 

„.:., 
.. . - . . . - '. . „ . '.\\};..._ , 

� · -eine ·· einfaeh·e Transformation der :Bedingungsgleichungen ermöglicht, nicht:. ':::y.J:;:J 

·".· riur. · .die . Coefficienten der Bedingungsgleichungen, soridern auch die · cler 
:.'.>N�rm.algleichungen 'in einfachster.Weise und zwar 'du't6li"i!:ntriahme derselben 

,:;:;·y.;i�.,·�a.u. .�, �.i11�r '.nur wenig 'umfangreichen Tabell� ZU erh�lten. :·.Da�. Prinzip die,se� . 
. ;.>"> . .''.:Y9rg.�ng�s besteht i;larin, das System. der ejnen rlJig.onometrischen Punkt 
._„ ·-.-.�� r�'.�/�!·_.-... „ .• „ , . . . ,_ . „ _ _ ,„ · -·- , .. · _ _ ·

�·
„

, 

- __ -
. 

_ - . · . · . . · - --· : ·,; ';: ; : -,',�; .·n,:il�$tb1lmenden Strahlen ·von ve r s chi e d  e·rie r Läng� durch ein solches. von'\ 
��&·�-;-Uf: g{elp}l er 'Strahlenlänge Zri �rsetzen:. - "� ._ ·' .„„, . •  „. " - . . .• · -

, ·�-

•. „_ . .  · '·:t. ' .. ·.: ·; Rechnerisch wird dies dadurch �rmöglfch f:', da�� ��e �ed_in�ungsglekhun.gtfo ·. !/ji�'j 

::: ;::�� .: : : ::: :;,:� ; : : :: .c : jl 
u. s. w� 

. h . SI J2 1 1· ' d nac mtt --- -- u s. w. mu t. ip. 1ziert wer en . 
. �··. ' �·' . 

tj.ber· ,in 
�focci (� x + cosa, J y' + ;;;-'. ;", · .o 

sin f(i 1� � + cos cx� 8 y + :_�-!i · �, 2 :=;; o 

U. $, W . 

. k . 

. : 100 �in«,"x + 100.COSC{I �Y+ 
... ·· ioo si:n « i .8 x + ·100 cos <J.:r J y· +· 

u.·s. w. 

„ . 

IOO k1 1000·. 
�-. -�u----

10Q. k2 lOOO 
"i.ij � � O_. „ 

.r:.". . " • 

Fqrm der ßedfogur1gsgleichdng�n„ . · · 

c�:öx, +·��Y.+:(o:p=o '. . 
• 1 - · , - • : 1 • 
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nehmen sonach die Cocfficienten von.� x und t� y und das absolute Glied folrendc 
Werte an: 

· 

rt == J oo sin ix 

(1 = 1 00 cos (( 
100 000 

w == - --- ­

�,, 

Hiernach lauten die Bedingungsgleichungen 

n1 ,�·X·+- /3i t\ y + /' k1 1111 oc:o () 
(( c\' X _L '� 1\ y -·1- ' .' \( M - 0 2 „ r- . 4 1 , 'l l, ·---

u s. \V. 

und die hieraus abgeleiteten Normalgleichungen 
r1x a] (�X -j-Jd 1lJ 1\' y + !u i' k 11i·1 = 0 

r1·1 {('! ,1· x +-1 :": JI 1\ y -1-11·1 i' k ,, ) 1 -= o 

Hierin bedeuten 

Lu C(] =a, ((1 + r(l u! -+ l(J d.; +· .... . 
[a r1J =r(, 111 + i(t ,-1� + ( (;: 11;: -+· ' . . .  . 

l '1 ,j 1 - 1 .) -+- -� ·� 1 'J :• j J 11 .. ·� i · l 111 1 . l 4 1 J -- - es 1':: -,·- . . • . .  

!y / k w] = 11.1 '/ k, rH1 +· l(J ;· k 01, ·t„ . .. . .  . 

li� 1· k l•)J =·= r11 ;· k1 (J)• + 11, y k, 1112 + . . . .  _ 

Die Auflösung der Normalgleichungen erfolgt sodann in der üblichen 
Weise. 

Durch diese Transformation der Bedingunr;sgleichungen resp Normal· ·gleichungen werden die „, und I�, insoweit ihre Werte bei der Durchführung 
von Ausgleichsrechnungen in Betracht kotrimen liönnen, auf eine bestin-mte 
Und möglichst g·eringe Anzahl gebracht und hiedurch ihre tabeJlarische 

. Anordnung ermöglicht. Ebenso wird es dadurch tunlich, die für den Ansatz 
der Normalgleichungen erforderlichen Coi�fftcienten ri a, n (:1 und (� 11 in Tabellen­
form zu bringen, so dass die fallweise Berechnung sämtlicher Codficienten 

sowohl für die Bedingungs- als auch für die Normalgleichungt.:n entfällt und 

für die Ermittelung der absoluten Glieder de1· Normalgleichungen nur die 
Multiplikation der gleichfalls in den Tabellen zusammengestellten \Verte n /' 
l\nQ � )' mit k w erübrigt. 

Es ist natürlich, dass bei dieser einfachen Entnahme der Cot'fficicnten 
"(�r die Bedingungsgleichungen aus den Tabellen die bisher erforderliche 
�taphische Kontrolle derselben entfällt und auch für die Cot:fficicnten der 
Normalgleichungen eine ausreichende Gewähr der Richtigkeit geboten wird. 

Um dieWerte für die Verbesserungen, welche nach der Ausgleichung eines 
:Punktes anzubringen sind, analog dem gebräuchlichen Vorgange nach der 
Formel v = ä d + w = a ö' x + b 1)· y + w zu finden, ist von dem auf eine 

.·:·-·-, _, 
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/tt-'�lnheitlicbe L.änge der Richtungen tran�formierten Systeme auf das ursptüng• 
�f'L'libh� _$ystem' Überzugehen. Di.es �rfolgt dadurch, dass die einzelnen 

':::.'aus der G:ieichung <� o = a J x + [l � y hervorgegang'enen Werte mit 

·'.
;
'.: ,;' ��---- · ·. 2'06:65 oder für die Pra�is genügend genau mit -k2 multi-

.,„:: „,_ . ·100,000 k 
;; ,·"; \:·· . . . . · ' - . 

. :pliziert werden_ . 

. 

·' Der durch die Transformation des Systems erforderliche Rechnungs­
:>gang wfrd durch das im folgenden durchgeführte Beispiel, · qessen Angaben 

'··,. ,, ��� ·instruktion für Polygonalvermessungen . entnommen ·sind, erläutert. ·{:(:;:('::·: - . . 

···<:·);.:·.:,;�: ,i· 

, ' 
�. '. 

Zu bestimmender Punkt Ä 2.� . 

. 
1. Bild1.mg der Coefticienten und der absoluteii CÜeder fü:r die No�ina.lglei:chiuiQ'eri . 

..-....------�--------- �-- -----�.....,.--,-·�---�- 1 
1 

• wm e ht , . k IX I� vorliiu6ge, un�en W kcu 
1 cndgiltige � .- . -
1 , Siid . k 1 c

-

nncrte 

li 
.,.,.......,_ ........ _"--'--'-'-.:;_�_____.:,___,__ �-()' , , -.-... � l ;-r;;- ----- ---'-"--'--�:....----� 

A._ in .Betreff d�r �ussel-en ,Rich�ungen .. 
----.......,..,...,��-.-���- ' -.' ,-1. ;:. -;_1 ,-. .. ; -· • • . .  

. �:·�f?·i�l'be�ig ·:_ 4,':;oi "1�02-: 9 .�Ls1 ·'1 - s 8 12 25 · s · - .. +o · s- '+ s •. 21 
��; �;���f i�� ·;:: .. ::·' ,Jt,.;_;(�:::;� ... f·:_, �- ":', �-_:(_ ·+,:> j./ . . . 

. : '' � 
. .

. 
1 -� , • ,, ; . 1��;�<:4;( ';: : , ß{49";+99-·8+ 7'.0 940158

.
·0 · . . 1 -...8·.Q�l�-9, 

' ·l 1·9-S+78·6+61·81280943:9 +0·9+_1·7. 
:' '.; :. il .· ' - . \ 
1'st?otti6e�g 4: 95 +42 · s +90 4 164 ss �2·� i · ·· · +s · 1· + 10 · s· 
�;.;,: . ._ �!\ ">' ' : . ' 

,· '
.-.· . 1 \��-----"-----"--'-'.___,.._,, .. __ __.__� 

'"·: . H. in Betreff der inner�n Richtungen. ,_ 

·:
·:_'.�_-
- · · �:� _- -- ' 

. . .. - �-- - :__:��--- : __ ·_--� -· · 
f�� l�9trg'4 '. � � �9'2 9 >. M· 1 681:2-\25 .s trk 12 a2 � �·: 2\;- �!·.� 
·füj.�t-:"'4:' ' -� ;" 2'.•{9 +'o�<s.+: 7 ·O , 940t l5 -6.· � 94'02 Q0,�4'.0 c:itt�-­

th�, df ·· t;9� +1s06 +a1:s rnso9,4« 9 rn�oHL&·1 � 91s ��:tf�'.�·(t·;. '!. , :; . „ .. ·+90�:4\�54 as\2;·1154 as\ �-s „Zo·· ·9 � -�-�4 --'1 ' �:· 
,g f 89 '!> ��� &9\ö� ij �2D �slos H· � *1�: 6 . 
; : -:_�s.· o!s-4$ sr\4o ·�:iaks,s1 4� �'- ·5: '1.\.2 �;i ' ' .. "'': � . ' . 



oll· · . 

I

�':::; . „ : 
;„ . . : . . .-: 

. ' .... . � t.:·. . . 
- .,.„ ,·;. ,, ' ,,; •• • .  1. �: :: -. • • 

• . � ... 

. 

.3 ; :· ' ., : , · · , 1, , .··. · .. ! _ • .  
• ' , . :.• •!· ' 

. 

.
. . . � 

.. � . ;·'•J? 

Spielberrr , b 

4 

l 

Spielberg 

4 

1 

Stromberg 
Hadi 

IlI. Auflösung der Norma.lglcich11ngen . 
·---------.----·-·�------------· --------------=-----

Logarithmen Zahle.n 



f _i 

106 -

. ·1. 
. . 

· IV. Ermittelung der v als Kontrolle für .die direkte ·Berechnun g . . 
V 

. · . .. Bezeichnung 
. ' .der . N.etzpunkte 

�- \' ·/"; l 

OQ = 
reduc. reduc. 

ö'a1 • ��' 
100000 (� cr 00 

V 
aus 

direkter Berecn· .­
nung 

, ·. 'i ..:.-'-. -· ....,......_....,.;:.._....-!----�---.:..__........__.,!.�___;,--!__ ____ ._.!.----7---
, 

· _>· .; . Spielberg 
.. · .:�·.' '. 

+5·57 +1 4s l+1·00 +s· 5\ +o·s +4·B +4 · 4 1 . \ 1 . +o·99-0�2s1+ö·7l- +4·6.. ·�s p�S·4-3·B 
+A·72 �2·47 +2:"25 +.2· s . +o· 9 +s· 2 +s· s 

+2 ·
·
57 ;...;,3.52 -l· 05 ;;...Q• 4 +s· 1+2·7 +2· 7 , ..__., __ .....,_.._ l.....,..._...;,· 1 -.....-.. ��--�---·-..--- ............. ___... 

. 4' 

1. 

+5·r>1+1 48+7·oo +s 5"+1·6.-3 5__:_1·9-1·9 

+&·99�0 2B+ö· 71 + 46'1 ·:·
_
+ 2 · '1 -. l· S + 1· ; 4\_ + 1·· 4 : . ! 

+4·7�-2 47+2·20. +2·5 +o·4�2·•_,.2·oi-.2·0 

+2·57-3·62-1·05--.-0·4 -2·5+1·8-0·7�0·6 

..,..,..4 so -2· 78-7·os -6·4 �s·.s +s· .7 +o·4+o· a 
�1·19 +s:o2 -h2;7s ·.+7·· e „.fo' 1 �s·om ±!1 /�·) __ ......_..._, ___ •·1 ·, ••.• 

' 

�1+;&·01+iö·4:--- +4:ö . 
·. 

' ""-r6' s -to· 8 -4· 8 

i.•· 

1 \ 1 �· \;_•; i� '•: - _,�1· 

• -� 1 • •  -- ' ·  ....... ...,..... 

: 6\+11·.2 
1 . 

0·4 
· ' 

0•1 

\ . . +1·9 
;;. - � " 

. · :·· ;·;::;;��:�}f _)t ::y··: -� . . · ��-._._._ � ,  „. · ; �-.-

.. '.:; ,:;_;�("-� .. . . .'� t t. . '. ·: ;_ .· - ·.- , " . . _ , .,_..� • r. · 
, ; . [1::;/:�\ <'Die, ·ä:uss'ete._ E;inti�htu.rig der· Jaöell<rn · ist der für die Tafeln 

.. ":·,: 'f\h#��� trl$Chen'. "Funktionen gebriiuc?lic,hen : Form � angepass·t und .ec�gibt sieb 
·\;t'.'.derert' ·oehrauch , aus (ler. Bezeichnung· ihrei: Kolonp.ei:i. ·nfo· Vorzeichen �er j.\f'.�9·�ti���(�rtt�n,� ct u11�·(r-�10d analög denen'.de1; a unä. 

b„ a. h:. es bat a das Vor· 
.. �.„ . .. J.'. ••.. ;•:"����c,. , . ,._· ;.. [. ·

_
· _-.. . .;- ·.._ - , ;. __ · . : · ; -

. · ._: � , -_ , - : -. ·' ;:{f., (�icne'ri :J : des. · : sirt, (f das entgegenge&etit� Zeic'heri ·des· eo�· "der· Richtungs-
�...:s_,.! � ,1�:ni," 1�, � ·� ··r„ :;: · · .. . - \, „ , _  • .' w.mlle, -. .. ;;, . -: ·.' , , · - . . 

. , .. . · . . :„�: -�..::� ;·�.,_ .... �'!· _� ·'. -:f:.>;,::_.'-, ' � -· � - � . . , . ' ' - .-' - ' 

;,�(" - (e���r-igt.tfü:r _noch, �üch �o .cii�&er Stelle . . d��, _G.eqmet�r p�s. Trian� .. 
;\,, '''

·' _ -�;)��'t!:'. ��lkulpu,reaus H�rrn Attlm�' - ,ftf(J1'f1�lrgo für ·. dessen werktätige 
"·1�stq�iu�j_'; :��l'.j'ä,er· Berechnung der T <l1>eHe'n w�r�� · 4nd-' der - i(.oi,'re�tur des 

.,, " , J��q).i�ifi��·:t��'nk�iuiszq$prechen. : . · · · 
, · · · ·" · · . : · · · · · · · · 

l'T!I' .�;;;;{�, '.:.·�:�i���&�:(�·,4�Pu;�����.\i;���i���tlj��l·��r�,��l 
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·- o·-)-.-j c1. 1 cw 1 (( ij 1 il il 1 o. y 1 i·I y 1 {� i!·•o-\-;i· 
. 01US( 0·1 0 10 1 lOOuO O·O 1 48·5 100·0 \57; 

07 0·2 O 20 HOOO 0·1 48·5 100·0 1531 
10 0 . s 0 30 10000 0. 2 48. 5 100. 0 150 
14 0·4 0 40 10000 0·2 48·5 100·0 46 

�i �:�-�----{}���%�----��}- -{!:i---+��:g-!:�1 
24 0·7 0 70 10000 0 · 3 48·5 100·0 1361 
27 0·8 1 80 10000 0·4 48 5 100·0 133\ 
31 0·9 1 90 10000 0·4 4,8·5 100·011201 
34 1. 0 1 100 10000 0. 5 48. 5 100 0 1 2ßj as ---r-1 --1- -iio 10000 ____ ---ö · ö- --·�13�·-- -Toff-O i! 2 2 I 
41 1 ·2 1 120 10000 o·B 48·5 100·0 1: rnt 
45 1 • B 2 130 lOCOO 0 · 6 48 · 5 100 · 0 j: 15! 481 1·4 2 140 10000 0·7 48·5 100 0 !' 1 21 521 ___ 1·5 2 150 10000 0·7 48·5 lCO·O!'ORi 
r.·n 11 1·e-·--s·----1ßo--1öooo ---ö7k. - 48·5··"·-wcFo i!cm! _losl' l c 7 s 110 10000 o·s 48·5 f 100-0 j: 02:tiB 

l 02 [ 1·8 3 180 lCOOO 0·9 48 · 5  l lCO 0 i58l <15 1·9 4 190 10000 0·9 48·5 too o J!o5l 09 2 . 0 4 200 10000 1 . 0 48 [) 100 . 0 1 1 5 1 ! 
12 ---·2 · 1 

4 ·- -210 -·-10-oöö -- -·--rcr-· --48 �·1) ___ , ·100 :-o !' i1sj 
16, 2·2 5 220 10000 1·1 4:8·5 l 100 · 0 1:4-4 1 
191 2·8 fi 230 10000 1·1 48·5 1100·0 i'.. i- 1 1 
122i 2·4 6 240 10000 1 ·2 4.S·f) 1 ioo · o  t asJ 2·61 2·ö 6 250 10000 .J ·2 48 · [) 1 100·0 :·:.Hi 

:r �: � r----��g , -r����---�: �--1--:r -� -i -i �g-:-g ii �� l 36 � „g 8 280 10000 l. 4 . 48 . !) 100. 0 1124! 
40 2. 9 8 290 )()000 t. · 4 48. 5 100. 0 11120! 43 3 . 0 9 300 l 0000 1 . 5 48. 5 1 100. 0 1 7 i 
41 ---� --1ü-sfö-· -Tou-oo-- ----1-5-· --481> _____ -foo_ö. 13\ 601 3·2 10 320 9980 1·6 48•4 99·9 10 ! 
54! 3. ß 11 330 9980 l · 6 48. 4 99. 9 106/ 

__ 571 3·4 12 340 9980 l. ·7 48·4 9H 0 110 3 / 
2 100 ! 3·5 12 350 9980 l ·7 48·4 99 9 1 oo: Rs 1�;: - : : �- - �- �- :�e -· - i��-- --r:-�--- ---:�: f ·-11---�f-� 11 ��1---

111 3·8 14 380 9980 1·8 48·4 , 99 · 9  il 4 U i 
141 s · 9 15 390 0980 1 · u 4_ 8 · 4 'I gn · o 1: Mi: 

· 181 4·0 16 400 9080 l·!l 48 · 4, H9·9 ll·1·2) 
21 4 I - -17- -4Tü-- --9980 ___ -----2-:-0- -·4g:«i __ _ i _„„ urr�-:q .. 8�lJ 
24 4 · 2 18 420 9980 2 0 48 · 4: 90 · H 361 
2s1 4 • s 1s 430 gnao 2 ".;1 48 · 4 99 n . 1 a21 , 31_· 1· 4·4 19 440 9980 2·1 48·4 ! 99·9 jj 2B'. 
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)�:f..� . Schwarz ; Obergeometer J a  r o s 1 a v Z w c f· i n  a . 
..... ' " . ' �-'-_, Kalk11lht1rea11 : die Herren Hofrat A h r a li a m  B r o c h ; Obe r i n s pek tor J o s e f  

B a s e ; Obergeometer E r  n s t E n g  c l .  

BiJ/m1e11 ; die Herren Ober inspektor A d o lf  H o r :i k ;  O bcri 1 1 spckto r F r i e d r i c h  

M o d r e y ;  In spektor A n t o n  D o � e l . 

B11.kowi11a : Herr O beri nspektor W l a d  i rn i r von J e  z i e r  s k y .  
Dal111tttie11 :  die Herren Di rektor A l e x a n d e r  1 1 1 c h i  o s t r i  ; Obe rin spektor 

C y p r i a n L a n a.  
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„ J o s e f  S z o t o w i c i  .. 

Inspekto r  J u l i  a 1 1 L a  t k  i e w i c '/,' 

„ J u h a 11 1 1  M a c i a g a .  
K1�r11te11 : Hert Oberin spek tor W c n z e 1 S t  c i n  h ä ll s c 1 .  

J(rai11 : Herr I nspektqr J o h a n n  K u  V. i c k a ,  

Ki'iste11la11d: die  Herren Oberinspektor \V i 1 h c l m S c  h n c c: w c i s ,  I nspekto r 
A 1 () j s I V  (l  ll c i c h . 
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