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Die Stokesschen Konstanten und die Triagheitsmomente
einer Gleichgewichtsfigur

Von K. Ledersteger, Wien
(Verdffentlichung der Osterreichischen Kommission fiir die Internationale Erdmessung)

Zusammenfassung:

Die klassische Theorie hat auf Grund der beriihmten Transformation von Radau zu dem
SchluB} gefiihrt, daB die Trdgheitsmomente einer Gleichgewichtsfigur mit sehr groer Anndherung
Stokessche Konstante und somit weitgehend unabhédngig vom Dichtegesetz sind. Dieses Ergebnis
schien sich empirisch vollkommen zu bestétigen. Einfache Beispiele lehren jedoch, daB3 die Trég-
heitsmomente sehr wesentlich von der Massenkonfiguration abhingen und daher niemals Integral-
invarianten fiir verschiedene Dichtegesetze sein konnen. Zur Kliarung des Widerspruches ist eine
eingehende Analyse der sphéiroidischen Gleichgewichtsfiguren erfordeilich. Es zeigt sich, daB es
zu jedem System Stokesscher Elemente hochstens eine Massenanordnung im hydrostatischen
Gleichgewicht gibt. Jede Gleichgewichtsfigur ist mit ihren sdmtlichen physikalischen Daten ein-
deutig und vollig streng durch ihre Stokesschen Elemente bestimmt. Dank der Eindeutigkeit des
streng individuellen Dichtegesetzes sind demnach auch die Trégheitsmomente reine Funktionen
der Stokesschen Elemente, jedoch nicht Integralinvarianten fiir verschiedene Massenanordnungen,
die es gar nicht gibt. Hingegen gibt es eine lineare Reihe heterogener Gleichgewichtsfiguren, in
welcher die Rotationsgeschwindigkeit, die Trigheitsmomente und die dynamische Abplattung
vollig konstant sind. Die Konstanz der Trdgheitsmomente ist dadurch ermoglicht, daB die zu-
nehmende Massenkonzentration gegen den Schwerpunkt durch eine betrdchtliche Expansion der
Figuren kompensiert wird. In dieser Reihe dndert sich die Abplattung und auch das Verhiltnis
von Fliehkraft zur Schwere im Aquator nur sehr gering, woraus sich die empirische Bestitigung
der falschen Interpretation erkldrt. Die Berechnung dieser Figurenreihe gibt erstmalig die Moglich-
keit, die klassische Formel fiir die dynamische Abplattung zu priifen; ihr Fehler betrigt bloB 0,69/ 0.

Summary:

The classical theory founded on thc famous transformation of Radau shows that the moments
of inertia of a figure of equilibrium are ,,Quasi-Stokes’ constants‘‘ and therfore independent from
the density distribution. This result seemed to prove from experience, Otherwisc simple examples
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teach that thc moments ol inertia essentially depend from configuration of masses and (herefore
never can be integral invariants for different laws of density. To clear up this contradiction an
cxact analysis of spheroidal equilibrium figures is necessary. For each system of Stokes’ elements
exists at best one figure in hydrostatical equilibrium. Each equilibrium figure with all its physical
dates is evalueted exactly by its Stokes’ elements. Owing to the strongly individual density distri-
bution also the moments of inertia are pure functions of Stokes’ elements but not at all integral
invariants for different masses distributions. But there is a linear row of inhomogeneous figures
in which the rotational angular velocity, the moments of inertia and the mechanical ellipticity are
constant. The constance of moments of inertia is made possible by a considerable expansion of
figures combined with the contraction of masses to centre of gravity. In this row the flattening and
the ratio of the centrifugal acceleration to gravity in equator change only little by which the seeming
empirical sanclion of the wrong interpretation is explained. The calculation of this row the first
time gives the possibility to prove the classical formula for the mechanical cllipticity: its crror
amounts only to 0,6 0/q.

Nach einem wichtigen Satz von Stokes, der auch als ,,Umkehrproblem der
Potentionaltheorie** bekannt ist, gibt es zu einer eine vorgegebene Masse M um-
schlieBenden Niveaufliche S unendlich viele Massenanordnungen, welche diese
Niveaufliche und das gesamte AuBenraumpotentional unverdndert lassen, falls
nur die Existenz einer zweiten Massenanordnung dieser Eigenschaft vorausgesetzt
werden darf. Diesen, von Stokes fiir das reine Gravitationspotential, d. h. fiir ruhende
Massen abgeleiteten Satz konnte Poincaré auf Massen ausdehnen, die mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit o um eine unverdnderliche Drehachse rotieren. Freilich
ist damit bereits eine gewisse Einschrankung der moglichen Massenkonfigurationen
verbunden. Denn da wir selbstverstdndlich von dulleren Kréften oder von weiteren
Korpern abstrahieren, mul der Schwerpunkt in einem Inertialsystem ruhen; er
kann also unmoglich an der Rotation teilhaben und muf3 demnach in der Rotations-
achse verharren. Dennoch gibt es nach wie vor unendlich viele denkbare Massen-
anordnungen zu einem System der sogenannten ,,Stokesschen Elemente®‘, ndmlich
der Masse M, der Rotationsgeschwindigkeit w und der Niveaufliche S.

Die Niveauflache S ist fiir die beim Problem der Erdfigur allein in Frage kom-
menden schwach abgeplatteten, sphéroidischen Figuren durch die beiden Para-
meter Achse a und Abplattung a des achsengleichen Rotationsellipsoides und durch
die unter 450 Breite auftretende maximale Abweichung /,, von diesem Ellipsoid
eindeutig gegeben: S = (a, a,n,,). Die fiinf Stokesschen Elemente geniigen nun
zur eindeutigen Auflosung des Helmertschen Gleichungssystemes fiir die Rotations-
Niveausphédroide 4. Ranges mit dem Potentialausdruck

k2 M K . w2 /3
E s — (| — 2 ¢ [ 2 o
Uy 7 [l+2/2(l 3 sin2 ¢') + S0 < o +
Df.,, 6 .. . 3\
+7(51n4cp —Tstcp +¥)J, ... (h

in welchem / den Radiusvektor des Niveausphéroides, ¢’ die geozentrische Breite,

K die durch die Gesamtmasse dividierte Differenz der Haupttrigheitsmomente
C— A
K==

also eine Massenfunktion 2, O., und schlieBlich D eine Massenfunktion 4. O.

)|
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KACIES B 0 . 3
== — I 4 i 4 /;7' A‘ 2 ! I - . . . .
D (8 ) i / / (sm 7 7 sin2 ¢ 33 dni 3)

bedeuten. Das Helmertsche Gleichungssystem verkniipft ja 13 Parameter durch
8 Gleichungen. Es sind dies neben der Masse M drei Massengrofen: die mittlere
Dichte p,,, die statische Abplattung K/a2 und die Funktion & = D/a4; drei weitere
physikalische GroBen: der Potentialwert W, das Verhéltnis ¢ von Fliehkraft zur
Schwere am Aquator und die Rotationsgeschwindigkeit w; die drei Parameter
der Formel fiir die theoretische Schwere

Y = Yo 1+[35in2cp—%sin22cp, N )

also die Aquatorschwere 7y, die Schwereabplattung  und der Koeffizient By;
schlieBlich die drei geometrischen Bestimmungsstiicke «, a und /. Dabei sind
a, ¢, B und K/a? GroBen 2. 0., B4 und & GroBen 4.O., wihrend /,,/a eine GroBe
5. O. ist. Die Helmertschen Gleichungen sind unabhéngig von dem die Massen-
konfiguration bestimmenden Dichtegesetz. Mithin sind die 8 Parameter p,,, K/a2,
Wo, € 8, 7o, p und f4 explizit unabhingig von den verschiedenen, zu denselben
Stokesschen Elementen M, ®, a, a und /,, gehorigen Massenanordnungen, d. h.
sie sind Integralinvarianten fiir alle diese Massenkonfigurationen und werden in
diesem Sinne als ,,Stokessche Konstante®“ bezeichnet.

Hier interessieren in erster Linie die Trdgheitsmomente. Da die Achse @ zu den
Stokesschen Elementen zéhlt, ist mit der statischen Abplattung selbstverstdndlich
die Differenz der Haupttrdgheitsmomente (C — 4) = MK eine Stokessche Kon-
stante. Fiir die ruhende Kugel z. B., welche die Stokesschen Elemente M, a, a =
=/, = o =0 besitzt, geben die Helmertschen Gleichungen ¢ =8 = = fj4 =
= Kf/a2 =0, d. h. es ist auch K =D =0 und es bleibt allein

k2 M k2 M
=5 = BNC!

1o

Gemil den Definitionsglcichungen der Trigheitsmomente und wegen der Rota-
tionssymmetrie gilt allgemein

A=B= /.(.\'7- + z2)dm = /.(y2 + 22) dmn,
. . o . (6)
C = /(.\'2 + 32) dm

und daher fiir die Kugel

(C— A) = MK = / (¥2 —22)dm =0
oder ' N )

/.\'2 dm = /y? dm = /22 dm.

Diese drei Integrale konnen sich somit bei jeder moglichen Anderung der Massen-
konfiguration nur jeweils um eine bestimmte Konstante b &ndern. so daBl K tat-
sdchlich unverdndert bleibt, wihrend sich das Haupttrigheitsmoment C um 2b
dndert. Wegen der in (6) zum Ausdruck kommenden vollstdndigen Kugelsymmetrie
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miissen stets die Fldchen gleicher Dichte konzentrische Kugeln sein, d. h. es kommen
nur geschichtete Kugeln in Frage, wobei selbstverstdndlich der Schwerpunkt er-
halten bleibt. Die moglichen Massenkonfigurationen beginnen also beim Massen-
punkt (C = 0) und gehen iiber den homogenen Fall bis zur Fldchenbelegung (C,,q.);
d. h. C ist keine Stokessche Konstante, wihrend die Massenfunktion D ebenso
wie (C — A) stets verschwindet.

Nun 148t sich leicht zeigen, dall sdmtliche homogene Ellipsoide mdgliche
Gleichgewichtsfiguren der rotierenden Erdmasse sind!). Es gibt demnach o2 Mac-
laurinsche Ellipsoide, deren jedes durch M, @ und a mit seinen sdmtlichen physi-
kalischen Daten eindeutig bestimmt ist. Das aber besagt, dal durch M und S =
= (a, a, h,, = 0) die Rotationsgeschwindigkeit w des Maclaurinschen Ellipsoides
bereits mitbestimmt ist, also die Stokesschen Elemente gar nicht willkiirlich wéhl-
bar sind. Sind aber die Stokesschen Elemente M, .S und w eines homogenen, Mac-
laurinschen Ellipsoides widerspruchsfiei gegeben, so ist das Helmertsche Gleichungs-
system eindeutig 16sbar und es sind u. a. MK = (C — A) und D = & a4 Integral-
invarianten fiir alle zu den gegebenen Stokesschen Elementen gehorigen Massen-
konfigurationen, immer vorausgesetzt, dafl liberhaupt eine zweite derartige Massen-
anordnung denkbar ist. Tatsdchlich sind neben dem homogenen Falle noch un-
endlich viele weitere Massenanordnungen moglich. Um dies zu zeigen, braucht
man dem Ellipsoid bloB mit der kleinen Achse eine Kugel einzuschreiben und in
dieser die eingeschlossene Masse wie oben beliebig zu schichten. Bei diesem Vor-
gang bleibt das AuBenraumpotential erhalten und die freie Oberfliche ist nach
wie vor eine Niveaufliche. Auch der Schwerpunkt behélt seine Lage bei. K und D
dndern sich nicht, weil der von der Masse in der Kugel herriihrende Anteil stets
Null ist. Hingegen wird sich das Trédgheitsmoment C und natiirlich auch das dqua-
toriale Trédgheitsmoment 4 = B betréchtlich dndern; die Tridgheitsmomente sind
weder echte noch ,,Quasi‘‘-Stokessche Konstante! Sehr wichtig ist jedoch die Fest-
stellung, daB die konstruierten inhomogenen Figuren nicht im hydrostatischen
Gleichgewicht sind; die Fldchen gleicher Dichte fallen ndmlich nicht mit den Ni-
veauflichen zusammen.

Einzige Bedingung fiir das hydrostatische Gleichgewicht ist, da3 die Fldchen
gleicher Dichte Niveauflichen sind. Denn dann ist selbstverstdndlich auch die
freie Oberfliche eine Niveaufliche, und zwar die Fldche der geringsten Dichte,
wenn wir aus Griinden der Stabilitét fordern, dafl die Dichte mit dem nach innen
zunehmenden Druck niemals abnehmen kann. Die Bedingung, daf3 die freie Ober-
fliche gleichzeitig eine Niveaufldche ist, ist fiir das hydrostatische Gleichgewicht
wohl notwendig, aber nicht hinreichend, wie das letzte Beispiel anschaulich lehrt.
Hingegen kann im Falle der Homogenitdt die Gleichgewichtsbedingung dahin-
gehend formuliert werden, daB die freie Oberfliche eine Niveaufliche sein muB.
DaB es nur eine einzige Gleichgewichtsbedingung gibt, ist sehr wesentlich fiir die
Feststellung der Mannigfaltigkeit der moglichen sphéroidischen Gleichgewichts-
figuren einer vorgebenden rotierenden Masse M.

1) K. Ledersteger: ,,Die moglichen Gleichgewichtsfiguren der rotierenden Erdmasse‘‘, Zeit-
schrift f. Vermessungswesen, 84. Jahrgang 1959, Seite 73—90.
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Fiir die moglichen sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren muf3 jedenfalls die
in der Potentialentwicklung W = Uy -+ T4 auftretende, allein durch Massenun-
regelméBigkeiten verursachte Restfunktion T4 verschwinden. Wir konnen uns
also von vornherein auf die Niveausphédroide Uy, d. h. auf die Niveauflichen mit
dem Potentialausdruck (1) beschridnken. Da das Helmertsche Gleichungssystem
fiinf freie Parameter besitzt, gibt es eine fiinffach unendliche Schar derartiger Ni-
veausphiroide Uy, Ubrigens sind die freien Parameter weder in ihrer Kombination
noch in ihren Zahlenwerten vollig frei; wir werden sie daher als ,,bedingt frei*
bezeichnen. Zu jeder Massenordnung, auch fiir solche im hydrostatischen Gleich-
gewicht, gehoren unendlich viele duBlere Niveauflichen. Daher kann es fiir eine
vorgegeben gedachte Masse M hdchstens o3 sphéroidische Gleichgewichtsfiguren
geben. Andererseits sind sdmtliche Ellipsoide homogene Gleichgewichtsfiguren
dieser Masse. Es ist also selbstverstdndlich, daB sich fiir /,, 40 an die Mac-
laurinsche Ellipsoide ebenso dicht heterogene Gleichgewichtsfiguren anschliefen.
Mithin muf} es fiir eine gegebene Masse tatsdchlich oo3 sphéroidische Gleichgewichts-
figuren geben. Man kann auch so tiberlegen: die moglichen sphéroidischen Gleich-
gewichtsfiguren konnen aus der vierfach unendlichen Schar der Niveausphéroide
der gegebenen Masse M durch die Gleichgewichtsbedingung herausgehoben werden.
Konnte ndmlich die Gleichgewichtsbedingung allgemein mathematisch formuliert
und als 9. Gleichung dem Helmertschen System angeschlossen werden, so hiétte
dieses wirklich flir eine gegebene Masse o3 Losungen. Auch auf diese Weise erkennt
man, daBl es nur eine einzige Gleichgewichtsbedingung geben kann. Speziell ein
Ellipsoid ist Gleichgewichtsfigur, wenn die Maclaurinsche Bedingung

w2 B4 arctgn— 37 8 4 16 s )

2 mk2p 73 T T s T 05 ¢

erfiillt ist, in welcher  die zweite Exzentrizitit 72 = (a2 — c2): c2 bedeutet. Da jetzt
neben M noch h, =0 vorgegeben ist, hat das Helmertsche Gleichungssystem
o0 2 Losungen, d. h. sdmtliche Ellipsoide sind mogliche Maclaurinsche Ellipsoide,
wie bereits erwidhnt wurde.

Auch fiir die heterogenen sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren enthalten
mithin die Stokesschen Elemente bereits eine Uberbestimmung. Denn durch M
und S = (a, q h,) ist eindeutig eine Gleichgewichtsfigur mit ihren sdmtlichen
physikalischen Daten bestimmt, d. h. w darf nicht mehr willkiirlich gewéhlt werden.
Dies schlieBt jedoch nicht aus, daB dieselbe Fliche S eine #duBere Niveaufldche
anderer Gleichgewichtsfiguren mit verschiedenen Werten von o ist. Sei ein be-
liebiges System Stokesscher Elemente gegeben. Dann 146t sich leicht zeigen, daB3 es
unter den unendlich vielen zugehorigen Massenanordnungen im allgemeinen auch
eine Massenanordnung im hydrostatischen Gleichgewicht geben mufB. Denn fiir
alle zugehorigen Massenanordnungen bleiben K und D als Stokessche Konstante
Integralinvarianten, widhrend andererseits durch M, K, D und o eindeutig eine
Gleichgewichtsfigur gegeben ist, soferne in Anbetracht des bedingten Charakters
der Parameter iiberhaupt eine physikalisch denkbare Losung moglich ist.

Zu jedem System Stokesscher Elemente gibt es also unter den sonstigen un-
endlich vielen Massenanordnungen wenn iiberhaupt so nur eine Massenanordnung
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im hydrostatischen Gleichgewicht derart, daB die Fldche S entweder {reie Ober-
flaiche oder duBere Niveaufliche ist. Neben den Stokesschen Konstanten sind fiir
diese Massenanordnung auch die beiden Triagheitsmomente A = B und C eindeutig
bestimmt. Die Voraussetzung der Sdtze von Stokes und Poincaré, daBl es ndmlich
liberhaupt eine zweite Massenanordnung gibt, ist flir Gleichgewichtsfiguren eben
nicht erfiillt und der Begriff der Stokesschen Konstanten als Integralinvarianten
fiir alle moglichen Massenanordnungen verliert hier seinen Sinn. Die Trigheits-
momente sind abermals weder echte noch Quasi-Stokessche Konstante, sondern
im Falle der Gleichgewichtsfiguren eindeutig dank der Eindeutigkeit der Massen-
konfiguration. Bei dieser Argumentation mull aber nochmals darauf aufmerksam
gemacht werden, dall wir es stets nur mit bedingt freien Parametern zu tun haben.
Im vorliegenden Falle der Wahl von M und S kommt dies z. B. darin zum Aus-
druck, daB #,, jedenfalls beschridnkt ist.

Aus dem soeben bewiesenen Satz 146t sich eine wichtige Folgerung ziehen.
Jedes Rotationsellipsoid (a, a, h,, = 0) ist mogliche Gleichgewichtsfigur einer
homogenen Masse mit ganz bestimmter Winkelgeschwindigkeit w. Zu diesen Sto-
kesschen Elementen gibt es keine zweite Massenkonfiguration im hydrostatischen
Gleichgewicht. Wéhlt man aber zu dem Ellipsoid eine andere Winkelgeschwindig-
keit, so 148t jedes derartige neue System Stokesscher Elemente iiberhaupt keine
physikalisch mogliche Losung zu. Also kann ein Rotationsellipsoid unmoglich
Gleichgewichtsfigur einer heterogenen Massenanordnung sein. Die einzig moglichen
. Niveauellipsoide sind die homogenen Maclaurinschen Ellipsoide. Die Losung des
Stokesschen Problemes fiir das Rotationsellipsoid nach Pizzetti und Somigliana
ist zwar potentialtheoretisch einwandfrei, beruht aber auf einer physikalischen
Fiktion, welche ihre Berechtigung als praktisch brauchbare Néherungslosung ver-
liert, wenn die hypothesenfreie Bestimmung der Normalfigur der Erde gelungen
ist, und zwar auch dann, wenn sich dabei /,, noch so gering herausstellen sollte.

Wir sehen also, dal die Trédgheitsmomente niemals Stokessche Konstante
sind, was in krassem Widerspruch zu dem klassischen Ergebnis steht, demzufolge
die Tréagheitsmomente Quasi-Stokessche Konstante sind, die weitgehend unab-
hédngig sind vom Dichtegesetz. Damit sind wir vor die Aufgabe gestellt, den wahren
Kern der klassischen Uberlegungen herauszuschélen. Fiir diese Untersuchung ist
es von Vorteil, sich an dem Studium der homogenen, Maclaurinschen Ellipsoide
zu orientieren, weil fiir diese auch die Trigheitsmomente und damit die dynamische
Abplattung d formelméBig festliegen, welche im Helmertschen Gleichungssystem
natiirlich fehlen. ‘

Die Maclaurinschen Ellipsoide der gegeben gedachten Erdmasse A7 wurden
in der oben zitierten Arbeit!) eingehend diskutiert. Wegen 0 = a < o und
0 = a =1 konnen sie durch die Punkte der (a, a)-Ebene reprisentiert werden. Aus
ihnen lassen sich lineare Reihen herausgreifen, wenn jeweils irgendein physikalischer
Parameter festgehalten wird. So kann z. B. die Reihe (w) jener Ellipsoide berechnet
werden, die ihre Umdrehung in einem Sterntag vollziehen; oder man findet die
Reihe (C) der Figuren, welche mit dem tatsdchlichen Erdkorper das Haupttrig-
heitsmoment C gemeinsam haben. Wegen C = 0,4.Ma?2 ist in dieser Reihe auch
a konstant, d. h. sie bildet sich als eine Parallele zur a-Achse ab. Ebenso kann auch
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die Reihe (K) mit konstanter Differenz der Tridgheitsmomente (C-A) berechnct
werden. Fiir die folgende Uberlegung ist dabei die Tatsache wichtig, daB sich in
der Reihe (C) die Rotationsgeschwindigkeit von Figur zu Figur mit K und in der
Reihe (K) dhnlich mit C dndert, wihrend sich in der Reihe («) C und K fortwidhrend
gesetzméfBig dndern. Man kann diese Reihen auch paarweise zum Schnitt bringen
und erhélt in den Schnittpunkten eindeutige Maclaurinsche Ellipsoide, was ja auch
selbstverstindlich ist, weil jedes derartige Ellipsoid ebenso wie durch ¢ und a auch
durch zwei passend gewdhlte physikalische Parameter bestimmt werden kann.

Ahnlich lassen sich jetzt die heterogenen sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren
durch die Punkte eines dreidimensionalen ,,geometrischen* Koordinatensystems
mit den Achsen a, a und /,, darstellen, wobei sich zeigt, daB sie durchwegs nur auf
einer Seite der (@, a)-Ebene liegen, d. h. stets /1,, < 0ist. Weil jede heterogene Gleich-
gewichtsfigur durch M und drei weitere Parameter bestimmt ist, erhdlt man wiederum
lineare Reihen, wenn man zwei Parameter festhilt. Jede dieser Reihen beginnt
in einer der soeben erwdhnten homogenen Schnittfiguren und endet bei stetig fort-
schreitender Massenkonzentration gegen den Schwerpunkt schlieBlich in irgend-
einer Grenzfigur. Alle Reihen, die durch je zwei physikalische Parameter des tat-
sdchlichen Erdkorpers bestimmt sind, schneiden sich dann in der Normalfigur
der Erde, dem sogenannten Normalsphiroid, welches am besten durch Af, W,
C und o definiert wird.

Wir lenken unsere Aufmerksamkeit auf die lineare Reihe (w, C). Nebenbei
bemerkt, gehort diese Reihe zu jenen mit konstantem Drehimpuls oder Rotations-
moment wC, welche moglicherweise fiir die Entwicklungsgeschichte der Erde von
Bedeutung sind und in diesem Sinne als ,,genetische Reihen‘ bezeichnet werden
sollen. Andere derartige Reihen findet man, wenn man den gegebenen Drehimpuls
mit einem zweiten physikalischen Parameter verkniipft. Die Reihe (w, C) ist jeden-
falls moglich; die durch die zunehmende Massenkonzentration bedingte Verminde-
rung von C wird durch eine fortschreitende Expansion der Figuren kompensiert.
Aus der Konstanz von

/ X2dm = / y2dm
folgt wegen

(C— A) = MK = /(.\‘7— — z2)dm = %— /z?- dm

o o

sofort
. C )
/z?- dm = 5 MK. N )

.

Weil nun eine Anderung von K eine Anderung von /z%lm und damit notwendiger-

weise eine Anderung von » nach sich ziehen wiirde, muf in der Reihe auch K konstant
sein. Mithin sind die Reihen (w, C) und (w, K) identisch und in der ganzen Reihe
beide Trigheitsmomente C und A = B und damit auch die dynamische Abplattung

d=(C—A): C ... (10)

konstant. Dies ist fiir die hypothesenfireie Bestimmung des Normalsphéroides von
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fundamentaler Bedeutung, weil die dynamische Abplattung mit groBer Genauig-
keit aus der Prdzessionskonstanten abgeleitet werden kann2). Trotz der Konstanz
der Trégheitsmomente dndert sich in dieser Reihe das Dichtegesetz, d. h. die Ab-
hingigkeit der Dichte vom jeweiligen Aquatorradius a; der aufeinanderfolgenden
inneren Niveauflichen, sehr stark. Es liegt hier also scheinbar eine vollstdndige
Unabhingigkeit der Tridgheitsmomente vom Dichtegesetz vor. Dennoch hat dies
nichts mit dem Begriff einer Stokesschen Konstanten zu tun. Es handelt sich ja
gar nicht um ein System Stokesscher Elemente M, w und S, sondern eben um die
durch M, v und C definierte Reihe von Gleichgewichtsfiguren S. Hierin liegt die
schiefe Auffassung der Trdgheitsmomente als Quasi-Stokesscher Konstanten be-
griindet,

Um dies zu beweisen, miissen wir die klassischen Gedankengidnge im Lichte
der vorstehenden Betrachtungen verfolgen, ohne allerdings die mathematischen
Entwicklungen vollstdndig wiederzugeben.

Wir setzen zunéchst eine duflere Niveaufliche S einer beliebigen Konfiguration
der Masse M voraus, die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine feste
Achse rotiert, Geht man von den Definitionsgleichungen (6) der im allgemeinen
verschiedenen Haupttrigheitsmomente aus, so ergibt sich durch Multiplikation
mit 4 wk2 gemédl der Poissonschen Gleichung

drk2p =202 — AW LA
leicht
dnk2C =4 1tl(2/p (24 y2) dv=2 u)2/ (x2 + y2)dr — / AW (x2 4 y2dr.
M M :

Fiihrt man dann in den zweiten Greenschen Satz die Funktionen W und (x2 + y2)

ein
[ N
/[A W(x2+ y2) — WA (x2 + .1’2)] dv = / [%I{(.\Q +y2) —Ws 31 (¥24 ,1'2)] do
2 2
* S
und beachtet
R4
g = -‘67; A (24 y2) =4

/ A (24 y2)d = / % (324 y2)do =4 / dv,
M 5 M
so folgt i ) )
4 ©k2C = / g2+ y2)do + 4 / (Ws— W) ds + 2 02 / (24 y)dr. . (12)
S b1} by}
Analoge Gleichungen ergeben sich fiir die beiden anderen Trédgheitsmomente und
man kann drei Differenzen bilden, z. B.3)
4 7k2 (C — A) — / g (x2 — 22) do + 2 w2 / (2—z22dv. ... (I3)
s M
2) K. Ledersteger: ,,Die geometrischen und physikalischen Daten des Normalsphéroides

der Erde‘, Sitz. Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. Klasse, 1959, Seite 23 —39.
3) R. Wavre: ,,Figures planétaires et géodésie‘‘, Paris 1932, Seite 43.
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Da mit der Niveaufliche S und dem AuBenraumpotential auch die Schwerever-
teilung g auf S festliegt, lehrt (13) tatséchlich, daB die Differenzen der Trégheits-
momente echte Stokessche Konstante sind. Sind die Stokesschen Elemente so ge-
wihlt, daB S die freie Oberfliche der einzig moglichen Gleichgewichtsfigur ist,
wobei natiirlich iiberdies Rotationssymmetrie (4 = B) vorausgesetzt werden muB,
so kann man wohl sagen, dal auch in diesem Spezialfall die Differenz (C — A)
vom Dichtegesetz p; = f(a;) unabhéngig ist. Doch bedeutet dies nicht mehr die
Moglichkeit verschiedener Massenanordnungen, also verschiedener zugehoriger
Dichtegesetze, sondern bloB, daB (C — A) eine Funktion der Stokesschen Elemente
ist. Wirklich ist mit der freien Wahl von M und S = (a, q, /,) eine Gleichgewichts-
figur mit ihren sdmtlichen physikalischen Daten eindeutig festgelegt. Das Dichte-
gesetz der Figur ist, auch wenn seine mathematische Formulierung auf Schwierig-
keiten stoen sollte, ebenso wie z. B. ihre Rotationsgeschwindigkeit und ihre Trég-
heitsmomente vollig bestimmt. Bei Beschrankung auf Gleichgewichtsfiguren sind
die Stokesschen Konstanten nicht mehr Integralvarianten fiir verschiedene mog-
liche Massenanordnungen, sondern ganz im Sinne der urspriinglichen Wavreschen
Definition bloBe Funktionen der Stokesschen Elemente, mithin explizit unab-
hidngig von dem, die Gleichgewichtsfigur aufbauenden eindeutigen Dichtegesetz.

Fiir jede der o3 sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren der vorgegebenen Masse
M ist die Dichte eindeutig in Funktion der Aquatorradien a; der inneren Niveau-
flachen, welche sich schalenartig umschlieBen, bestimmt. Die Funktion p; = f(a;)
braucht keineswegs stetig zu sein; sicher darf aber p; mit wachsendem a; niemals zu-
nehmen, Fiir die 2 homogenen, Maclaurinschen Ellipsoide nimmt das Dichtegesetz
seine einfachste Form an: p = p,,; jede Schar volumgleicher Ellipsoide ist durch
dasselbe p,, charakterisiert. Nicht so einfach liegen die Verhéltnisse bei den hetero-
genen Figuren. Denn da die sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren durch drei geo-
metrische Parameter gekennzeichnet sind, muf} es unter ihnen stets o2 volumgleiche
Figuren geben. Es gibt also bereits 2 Dichteverteilungen, die auf den gleichen
Mittelwert p,, filhren. Bemerkenswert ist dabei, daB3 die linearen Reihen (w, W)
durch eine weitgehende, jedoch nicht vollig strenge Volumgleichheit ausgezeichnet
sind4). Jede sphéroidische Gleichgewichtsfigur hat also ihr individuelles Dichte-
gesetz, entsprechend ihrer streng eindeutigen Massenanordnung. Ausgehend vom
Falle der Homogenitit entstehen die heterogenen Gleichgewichtsfiguren durch
irgendwelche fortschreitende Massenkonzentration gegen den Schwerpunkt, welche
selbst wieder auf die verschiedenartigste Weise mit einer Expansion oder Kon-
traktion der Figur verbunden sein kann. Die weite Spanne von der Homogenitét
bis zur volligen Massenkonzentration im Schwerpunkt ist natiirlich keine lineare
Reihe.

Wo in jeder, durch zwei physikalische Parameter bestimmten linearen Reihe
die zweite Grenze der reellen Gleichgewichtsfiguren liegt, bedarf noch einer schwie-
rigen mathematischen Analyse. In der Reihe (w, W) kdonnen wir ohne Ansatz der
Gleichgewichtsbedingung bis zum Massenpunkt fortschreiten4). Der tiefere Grund

4) K. Ledersteger: ,,Die gravimetrische Methode zur Bestimmung: der Erdfigurt, Sitzungs-
ber. d. Bayer. Adka. d. Wiss., Math.-nat.-KL., Miinchen. 1958, Seite 117 —136.
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hierfiir liegt darin, daB jede Losung des Helmertschen Gleichungssystems im all-
gemeinen gerade eine Massenkonfiguration im Gleichgewicht entspricht, fiir welche
die gegebene oder berechnete Niveaufliche S = (a, a, h,) freie Oberfliche oder
duBere Niveaufliche ist, und da das zugehorige ,,Sphéroid der groBten Massen-
konzentration® wegen der dem Massenpunkt zukommenden Groflen K =D =0
aus dem Helmertschen System eindeutig berechnet werden kann. Somit kann die
heterogene Reihe (0, Ig) liber ihre gar nicht bekannte wirkliche Grenzfigur hinaus
bis zum Sphéroid der grofiten Massenkonzentration fortgesetzt werden. Dies miifite
selbstverstdndlich auch bei anderen linearen Reihen moglich sein, soferne nicht
ein von Null verschiedener Wert von K oder D festgehalten werden soll. Doch
empfiehlt es sich nicht, wie liblich das Volumen des Sphéroides des rotierenden
Massenpunktes, der selbst eine Fiktion ist, noch fiktiv mit Fliissigkeitsmasse der
Dichte Null ausgefiillt zu denken. Denn dies miiBte dann auch fiir alle tibrigen
Figuren jenseits der reellen Grenzfigur gelten; alle w4 Losungen des Helmertschen
Gleichungssystems fiir die gegebene Masse M wiren gleichberechtigt, d. h. alle
Systeme Stokesscher Elemente im W.iderspruch zur Gleichgewichtsbedingung frei
wihlbar. Man kann das Ergebnis auch so formulieren: das Fehlen der Gleichge-
wichtsbedingung im Helmertschen System hat zur Folge, daB3 sich als Losungen
nicht nur die o3 sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren, sondern auch jeweils die
ganze Schar der duBeren Niveauflichen ergibt. Jede Figur S mit einem von Null
verschiedenem /1, ist im allgemeinen #uBere Niveaufliche von unendlich vielen
Massenkonfigurationen im hydrostatischen Gleichgewicht mit verschiedenen Ro-
tationsgeschwindigkeiten und speziell fiir einen ganz bestimmten Grenzwert von
o die freie Oberfliche einer Gleichgewichtsfigur,

Bei Vernachldssigung des Quadrates der Abplattung ist es verhédltnisméBig
leicht, die klassischen Néherungsausdriicke fiir die Masse und die Trédgheitsmo-
mente einer Gleichgewichtsfigur abzuleiten, wobei wir im wesentlichen der ausge-
zeichneten Darstellung bei LenseS) folgen. Wir setzen fiir die inneren Niveau-
flichen die Polargleichung

I =a(l — acos2d)

‘ 1
an, welche mit dem Legendreschen Polynom P, (cos ¢) = 5 (3cos2d — 1) in

l=a [l —g—%aPz(cosq))] :r[l ——32-uP2 (cos ) oL (14

libergeht, wobei jetzt r = a (l — %) der Radius der mit dem Sphéroid volumgleichen

Kugel ist. Die Gleichgewichtsbedingung besagt nun, daB die Fldchen gleicher Dichte
mit den Niveauflichen zusammenfallen oder daB3 die Dichte ¢ eine reine Funktion
von a oder von r ist.

Die Massenpunkte haben die Koordinaten

x=1Isindbcosi; y=1Isindsini; z.=17cosd .. (15

5) J. Lense: ,,Kugelfunktionen*, Mathematik und ihre Anwendungen in Physik und Tech-
nik, Bd. 23, Leipzig 1950, Seite 214 —226.
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und das Volumelement ist daher /2 sin  d d ) d/. Schreibt man abkiirzend das
liber dic Einheitskugel erstreckte Integral

2o :
/(‘zz/ sin & — /d;
b '

so findet man fiir die Masse des Sphéroides

. .o h S e P
qf — - = G 2 — G 26_ o 5 67‘ P
M ./‘ad. / d ./p/ dl ‘/d ./P[ ard’ 3./ d _/Par di
0 0 0
L] ro
17 N . X
= —/do/ 9[1‘3(1 —2aP2)]d/'—4n/ pi2dr, ... (le)

3. . or v .
0 0

weil wegen der bekannten Integraleigenschaften der Kugelfunktionen das iiber die
Einheitskugel erstreckte Integral von P, verschwindet. Die oberen Integralgrenzen
in (16) sind mit dem Index O versehen, um anzudeuten, daB3 sie fiir die Oberflache

gelten.
Wir wenden uns den Tragheitsmomenten zu und finden unmittelbar
: Lo
A+ B+ Cz'2/p(x2 + y2+ 22) dx =2/ ds /F/"’d/
. . a
LoD
A4+ B—C= 2/ dc /p/222(//,
S0
woraus
Lol
A= ;/ da /p/2 (12 4 z2) dl
. 3 ‘
b
C= / do /p/2 (12 — z2) dl.
0
folgt. Mit
2
22 =1[2cos2 ¢ = %[l + 2 P (cos 4))]
wird _
[(') 1 [Q
/ ol 22 dl = 5 (1 + 2P2)/p/4 dl
0 0
und weiter mit (14)
/o Fo [ Fo ]5 1 Yo ! .
” ’ 1 [ al T 10
4] = s = [ 2 s (1= Zap :
./pl dl ‘/pl ardl _5‘/ e di 5/ 5 [I (1 3 @ 2)](/1.

0 0 0 0
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Aus der letzten Gleichung ergibt sich, abermals wegen / Pyds =0,

A o
/ds / plddl =4 / prd dr
] 0

und
lo ' ro

. ¢ 5y SN

P, ds / plddl = — E} / Py2ds / p—a’—‘ (ars) dr.
. 3 . 3

Beachtet man noch die ebenfalls aus den Integraleigenschaften der Kugelfunktionen

folgende Relation

' 4
./Pzsz:?T—t,

so wird schlieBlich:

Iy Ty Iy
1 D) v } 8‘[: v 87C Ny a
= _ 5 ddl =22 ddr — 2 2 arSydr
A 3 / (2+P2)dr—‘/ plddl 3 / pr4 di 45 / N(al ) dr,
0 0 0 CLan
In o ro s Iy
2 [ ' T T [
i — dql =° ddr 4 22 Sy dr
c— 3'/ 1 — Py dc-/ ot dl =* / rd dr . / @y
0 0 0

Wie in (13) ganz allgemein bewiesen wurde, ist die Differenz der Trigheits-
momente eine echte Stokessche Konstante. Es muf3 daher auch der aus (17) im Falle
des hydrostatischen Gleichgewichtes folgende Ausdruck

70
8n [ 9
C—A==2| " (ar5 dr ... (18
15./ o (arS)d (18)
0 .
eine reine Funktion der Stokesschen Elemente M, S = (a, a, /1,,) und w sein. Wire
w = 0, dann hitten wir die ruhende, homogene oder beliebig geschichtete Kugel
vor uns. Die Flache S wire ebenso wie alle inneren Niveauflichen eine Kugelfldche,

d. h. es wire stets a =0 und
™

Aszngsf/pr“dr. ... (19

Der Wert dieses Integrales hidngt aber gehr wesentlich vom angenommenen
Dichtegesetz ¢ = ¢ () ab, d. h. das Integral ist weit entfernt von einer Stokesschen
Konstanten. (19) gilt vollig streng, Hingegen muf3 nochmals betont werden, dal3
bei den Zusatzgliedern in (17) und damit auch in (18) das Quadrat der Abplattung
vernachldssigt ist.

Mit demselben Grade der Anndherung l4Bt sich fiir die Gleichgewichtsfiguren
eine Beziehung herleiten, welche die Abplattung der inneren Niveauflichen in
Funktion des mittleren Radius r liefert, wenn die Dichte als Funktion von r gegeben
ist. Es ist dies die beriihmte Differentialgleichung von Clairaut

d2a .. ¢r?2 da o o fpr 3\ S
EZJFzTW 2a(7—r—2)_0. S (20
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Hierin bedeutet

T

o= / eradr e (2D
0
d. h. gemiB (16) die durch 4 = dividierte, von der laufenden Niveaufliche r ein-
geschlossene Teilmasse. Hat diese Teilmasse die mittlere Dichte D, so ist auch

3
[VL—?D, .. . (212)

also

dp ¥3 dD
=02 = 2 -
dr o b+ 3 dr

)

d. h. es besteht folgende Beziehung zwischen der Dichte g beim Radius r und der
mittleren Dichte D innerhalb dieses Radius:
¢ dD

¢e=D =

T ()

Wegen der nach auBlen niemals zunehmenden Dichte ist die Ableitung dD/dr wesent-
lich negativ.
In der neuen Variablen D lautet die Clarirautsche Differentialgleichung

- 2
l,-21“+ 6;‘511] D+2 [;-2 da m-]dD:o. .. . (20a)

dr? dr dr dr

Zur weiteren Transformation fiihren wir mit Radaué) die GroBe

r da

A= < . (29
ein und erhalten:
/'Q+)\2+5)\ D+2r(1+)\)d—D=O . . . (20b)
dr dr
oder
d —_— 5A+ A2
VADH+0+ D =0. . .. (20c
m( | 2r YT+ x (209
Differenziert man jetzt den Ausdruck r5 D ]/1 + A nach r:
- d 3
5MDV1+l+ﬂWFwVI+D,
so findet man unter Beniitzung von (20c) leicht:
- 1 1 2
io¢0v1+ky:5MD(Lil£:£Ul). (25)
dr /A

6) R. R. Radau: ,Sur le loi des densités a I'intérieur de la terre’‘, Academie Sciences, Paris,
Comptes rendus, Bd. C, 1885, Seite 972.
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Bezeichnet man den Bruch rechterhand kurz mit F (), so erkennt man sofort, daf}

F()‘):1+Zl6k2~4370)‘3”“ ... (26)

noch fiir verhédltnisméBig groBe Werte von A nahe bei 1 liegt.

Wir miissen daher zunéchst die Funktion A diskutieren. Fiir den Wert 7 an
der Oberfliche einer sphéroidischen Gleichgewichtsfigur finden wir aus den Hel-
mertschen Gleichungen

3K 1 3K w2a  02q’
e Qa— CQ o~ — b = o=
Py (2a — ¢) oder a 5 ¢ + A v T REM
durch Differentiation
da 1 de 3K —de 3¢

da ~ 2 da @’ da

also '
da 3 3K_ 5 )
da 2 az 2" a
und im Hinblick auf (24)
5 €0
o == — — 2. (27
2o 7 a0 (27)
Fiir jedes homogene Maclaurinsche Ellipsoid gilt nun ¢ = 5« +..., d. h. mit dem

gewiinschten Genauigkeitsgrad .o = 0. Ubrigens sind die inneren Niveauflichen
des homogenen Ellipsoides homothetische und konzentrische Ellipsoide (A = 0),
wihrend andererseits flir jede sphéroidische Gleichgewichtsfigur die Abplattung
der duBeren Niveauflichen mit zunehmender Erhebung liber die freie Oberfldche
allmihlich anwichst, was natiirlich durch die Zunahme der Fliehkraft im Aquator
bedingt ist. Wie schon erwéhnt, konnen wir nur in der Reihe (v, W) der sogenann-
ten ,,benachbarten Geoide™ das zugehorige Sphéroid der groBiten Massenkonzen-
tration angeben, filir welches das in der Reihe fast génzlich konstante ¢ =2 a +

. ist, so daB sich Ay = 3 ergibt. Demnach stellt Ao ein Charakteristikum der
Massenverdichtung gegen den Schwerpunkt dar. Fiir das aus der mechanischen
Abplattung abgeleitete Normalsphédroid der Erde7) ist ¢ = 34 6782.10% und
a = 1:297,346 = 33 6309.108, also 2o = 0,57785, woraus F(5.¢) = 0,99388 folgt.

Auch im Innern jeder sphiroidischen Gleichgewichtsfigur wird A mit zu-
nehmendem Radius r von 0 bis zum Oberflichenwert ), anwachsen, d. h. es ist
stets (da/dr) = 0. Die Funktion F () wéchst dabei zuerst von 1 bis zum Maximal-
wert 1,00074 bei A = 1/3 an, um sodann bis auf 0,8 fiir A = 3 abzunehmen. Speziell
fiir das Normalsphéroid der Erde ist der Minimalwert von F(3) an der Oberfliche
0,99388, so daBl wir mit guter Nidherung fiir die Integration von (25) F(A) = | setzen
diirfen. Hierin ist der grofle Vorteil der Radauschen Transformation gelegen.

7) K. Ledersteger: ,,Die geometrischen und physikalischen Daten des Normalsphéiroides
der Erde*, Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Marh.-nat. Klasse, 1959, Seite 23—39.
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Nunmehr schreiten wir an die Berechnung des Hauptintegrales von (17). Wir
fiihren mittels (22) an Stelle von p die neue Variable D ein und wenden dann im
zweiten Summanden partielle Integration an:

o ro ro ro

/pr‘*(/r = /Dr4 dr -+ _if /)'5 dD = / Drddr +
0 0 0 0

o o

+ : }'5D/"0— 5 ‘Dr‘*dr _ ! Dyrgs — 2 /'D 4 dr
3 0 ./ —? oo *3. rrar.,
0

Andererseits folgt aus (25), wenn man F(») = | setzt, das Integral

o
5D | + /IOU =195 Dy VT%— do = 5/ Dré4 dr
0
und damit

ro

' 1 2 1 —_— 1 2 —
/pl'4 dr = ? DO I'()5 — § . g DO I'OS ]/l -+ >\0 = 3‘ p,,,l'os[l — ?V 1 + }‘O] s
b .

wenn man bedenkt, dal D, die mittlere Dichte p, des Gesamtkérpers darstellt.
Fiihrt man noch den Wert (27) fiir Ay ein, so ergibt sich endgiiltig

ro

' 1 i 2 /550 ‘
b dr — —o a5l — 2 —11. ... (28
/ erd di 3P0 [1 s ] a l] (28)
§ i
Zusammen mit

4 4
M = 3 Pm ae = 3 T ro3

und der Helmertschen Gleichung

K _2( &) C—A
a2 3

folgt schlieBlich aus (17) und (18) fiir das Haupttrdgheitsmoment C:

CZ%M;'3[1~%]/§:E:+%(%—%O)J (9
und fiir den Reziprokwert der dynamischen Abplattung
1 — gl/ 5 50__—

Cf i > 2:}" ... (30)

ao*——2~
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Da ¢ eine Stokessche Konstante ist, ist damit gezeigt, dal die Trdgheitsmomente
selbst reine Funktionen der Stokesschen Elemente sind. Man hat sie deshalb und
im Hinblick auf die Vernachlédssigung der GréBen von der Ordnung des Quadrates
der Abplattung sowie wegen der Néherung F(A) = 1 als ,,Quasi-Stokessche Kon-
stante‘* bezeichnet, In Wahrheit aber sind die Trigheitsmomente durch die Gesamt-
masse M und die Gestalt S der freien Oberfliche eindeutig und streng bestimmt
und man darf nicht den irrigen Schlull ziehen, daB es sich dabei um Integralin-
varianten flir verschiedene mogliche Massenanordnungen handelt.

Diese schiefe Auffassung wurde dadurch begiinstigt, daB man mit Hilfe von
(30) oder unter bestimmten Annahmen fiir das Dichtegesetz die geometrische Ab-
plattung a aus der genaueren dynamischen Abplattung herleiten wollte. Hat man
ndmlich bloB das Normalsphédroid der Erde im Sinne, so liefert (30) mit festge-
haltenem ¢3 = 34 6782.10°8 zu versuchsweise angenommenen, verschiedenen
geometrischen Abplattungen die zugehorige dynamische Abplattung:

l:a=299,00; C:(C— A) = 307,51

298,00 306,23
297,49 305,59
297,00 304,96
296,00 303,69
295,00 302,43

In diese kleine Tabelle wurde auch die Abplattung 1:297,49 aufgenommen, welche
auf den derzeit besten Wert8) fiir die dynamische Abplattung fiihrt.

Die erwiéhnte, scheinbar sehr weitgehende Unabhéngigkeit der zusammen-
gehorigen Wertepaare a und (C — A4): C vom Dichtegesetz ist in Wirklichkeit
darauf zurlickzufiihren, daB3 wir es bei Variation von a mit verschiedenen Figuren
der Reihe (w, K) = (w, C) zu tun haben, in welcher mit den Trégheitsmomenten
auch die dynamische Abplattung vollig konstant ist und in der die zunehmenden
Massenkonzentration gegen den Schwerpunkt mit einer sehr betrdchtlichen Ex-
pansion der Figuren, hingegen mit einer auffallend geringen Zunahme der geo-
metrischen Abplattung verbunden ist. Es sei dies durch die Berechnung der Figuren
mit den gleichen Abplattungswerten wie in der vorhergegangenen Tabelle erwiesen.

Mit den aus der dynamischen Abplattung 1:305,59 abgeleiteten Ausgangs-
werten 7)
M = 5976,267.1024 g ; K = 44 327,7.1010 cm?2;
w =7292116.1011 sec’l, also
w2 = 5317496.10"15 sec2,
zu denen speziell fiir das Normalsphéroid der Erde noch
a =6378290m; [y =+ 2752.108

tritt, lassen sich vorerst das homogene Ausgangsellipsoid der Reihe (w K) und das
Normalsphédroid gegeniiberstellen:

8) E. C. Bullard: ,,The Figure of the Earth*, Monthly Notices Royal Astron. Socicty, Geo=
phys. Suppl.,, vol. 5, no. 6, 1948.
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hgﬂ}gfg;l(fs Normalsphéroid
[ =1:305,088 1:297,346
| =327774.10% 33 6309. 10+
a =5819390 m 6378 290 m
hm = 0 —2,09m
e =26 3069.10°% 34 6782.10
Wo = 6849 902,10 6263 818.105
om = 7,263 5,517
Kla? =13 0894.10°% 10 8960. 108
8 = + 1612.10% + 1177.10%
o = 1076,357 gal 978,037 gal
[ = 328852.10% 529268.10%
By = + 1612.10% + 2752.108
C:(C — A) = 305,09 305,40
q = 0,40000 0,33 297

Man sieht hieraus, daBl die Achse ¢ vom homogenen Ellipsoid bis zum Normal-
sphédroid um 558 900 m zunimmt, wéhrend die Abplattung blo um 8535.108
anwichst. Die geringste Veridnderlichkeit zeigt die GroBe &, welche auf diesem
weiten Wege nur- um 435,108 abnimmt. Lineare Interpolation von & vermag daher
die im Helmertschen Gleichungssystem fehlende Gleichgewichtsbedingung zu er-
setzen und wir erhalten fiir die obigen runden Reziprokwerte der Abplattung folgende
Gleichgewichtsfiguren:

Gleichgewichtsfiguren der Reihe (0, K) = (v, C) in der weiteren Umgebung des
Normalsphéiroides der Erde

l:a 299 ’ 298 297 296 295
a 33 4448.10® |33 5570.108 (33 6700.108 |33 7838.108 |33 8983.10-3
a 6312121m [6352863m [6391165m |6427444m |6 462085 m
h, |— 1,90m —2,02m —2,13m —2,24m —2,34m
3 33 6058.108 |34 2638.108 134 8902.10% [354905.108 |36 0701.10-8
Wy 16329217.10% |6 288 787.105 |6 251 252.105 (6 216114.105 (6182 933.105
om (5,692 5,583 5,483 5,391 5,305

Kla?2 |111256.108 |109834.10% |108521.10% |10 7300.10% |10 6152.10%
3 + 1228.108 |+ 1197.10® |4 1167.10% |+ 1139.10® |} 1112.108
Yo 998,791 gal 985,935 gal 974,073 gal 963,033 gal 952,664 gal
§ 504368.10% |51 9666.10% {534168.10% |54 8010.10% |56 1328.108
Bs |1+ 2620.10° |+ 2701.10% |4- 2778.10% |4 2852.10% |+ 2922.108

C:(C-A)(305,34 305,37 305,41 305,45 305,49

q 0,33 999 0,33 564 0,33 163 0,32 790 0,32 439
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Zur Berechnung der kleinen Tabelle sei noch kurz bemerkt: die Figuren er-
geben sich wesentlich bequemer, wenn an Stelle der Abplattung die Achse gegeben
ist. Es wurden daher dquidistante Figuren mit einem Achsenabstand von 50 km
berechnet; dementsprechend mufite die Interpolation von ¢ mit den Achsenwerten
erfolgen. Durch Verdichtung der erhaltenen Reihe mittels zweimaliger Interpo-
lation in die Mitte konnten die zweiten Differenzen so klein gemacht werden, daf
die gewiinschten Figuren mit den runden Reziprokwerten der Abplattung sicher
linear interpoliert werden konnten. Es zeigte sich, daB die Anderungen von Achse
und Abplattung in der Reihe keineswegs proportional verlaufen. Wéhrend fiir die
Spanne vom homogenen Ausgangsellipsoid bis zum Normalsphéroid einer An-
derung des Reziprokwertes der Abplattung um eine Einheit eine durchschnittliche
Anderung der Achse um 70 km entspricht, sinkt dieser Durchschnittswert fiir den
Bereich der Tabelle bereits auf 37,5 km ab. Somit hétte die Interpolation von &
mit den Abplattungswerten etwas andere Ergebnisse geliefert; doch kann der Unter-
schied einige Einheiten der 7. Dezimale nicht libersteigen.

Die verhéltnismédBig kleine Zunahme der Abplattung von 1:299 bis 1:295
ist mit einer Achsenvergroferung von 150 km verbunden. Man erkennt, welch
gewaltiger Fortschritt in der Massenkonzentration erforderlich ist, um trotz dieser
betrichtlichen Expansion der Figuren das Triagheitsmoment C ungedndert zu lassen.
So und nur so ist die behauptete weitgehende Unabhédngigkeit der Tréigheitsmomente
vom Dichtegesetz zu verstehen. Die berechnete Figurenreihe eroffnet ferner auch
die Moglichkeit, die Giite der Formel (30) einwandfrei zu priifen. In ihr ist ja die
dynamische Abplattung in Funktion von a und e gegeben. Mit den zusammenge-
horigen Wertepaaren dieser GroBen miiBte sie stets 305,59 liefern. Wegen der Ver-
nachldssigungen ergeben sich aber etwas kleinere Betrige, die aullerdem mit wach-
sender Abplattung langsam zunehmen. Fiir das Normalsphéroid ist der Fehler
0,19, also nur 0,620/99. Da schlieBlich fiir das homogene Ellipsoid das Trigheits-
moment C durch die Formel C = 0,4. Ma?2 bestimmt ist, sind in der letzten Zeile
der Tabelle die Faktoren ¢ gemdf3 dem allgemeinen Ansatz C = ¢ Ma? ausgewiesen.

Mit der Figurenreihe (w, C) diirfte das so paradox anmutende klassische Re-
sultat von den Trigheitsmomenten als Quasi-Stokesschen Konstanten auf seine
wahre Ursache zuriickgefiihrt sein. Wohl sind die Tréigheitsmomente im Falle des
hydrostatischen Gleichgewichtes eindeutige Funktionen der Stokesschen Elemente
dank der Eindeutigkeit der zugehorigen Massenkonfiguration. Niemals aber sind
sie Stokessche Konstante im Sinne von Integralinvarianten fiir alle zu einem System
Stokesscher Elemente gehdrigen unendlich vielen Massengruppierungen. Hin-
gegen dndert sich in der genannten Reihe die Abplattung auffallend gering und auch
e in dem uns interessierenden Bereich der Tabelle nur um knapp 25.10. Man
versteht somit, dal auch die unberechtigte Anwendung der Formel (30) die weit-
gehende Unabhingigkeit vom Dichtegesetz klar zum Ausdruck bringen mufte.
Doch dies hat, wie wohl zur Geniige gezeigt wurde, iiberhaupt nichts mit dem
Wavreschen Begriff der Stokesschen Konstanten zu tun.
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Die Bestimmungsstiicke der Normalschnittellipse

Von Karl Hubeny, Graz

Auf einem Rotationsellipsoid sei ein Punki P, gegeben; durch diesen ver-
laufend wird unter dem Azimut e eine Normalschnittebene angenommen. Wir
stellen die Frage nach den Bestimmungsstiicken der Normalschnittellipse.

Zundchst sei mit dem Ursprung im Mittelpunkt M des Rotationsellipsoids
ein Koordinatensystem x,),z angenommen, welches wir nach Abb. 1 so orientieren,
dal3 seine xz-Ebene mit der Meridianebene durch P, zusammenféllt; die z-Achse
enthélt die Rotationsachse des Ellipsoids. Weiters verlegen wir — der Punkt P
sei durch georgaphische Koordinaten ¢g, Ao gegeben — die Ebene A = 0 ebenfalls
in die xz-Ebene, so daB} sich mit den Bestimmungsstiicken ¢ und e des Rotations-
ellipsoids (groBe Halbachse und 1. Exzentrizitit), ausgedriickt durch den Para-
meter ¢, fiir Py die cartesischen Koordinaten

a a : .
xo:mcoscpo Y0 =0 20270(1~e2) sing )

ergeben. In diese Formeln ist die bekannte Hilfsfunktion W2 =1 — e2sin2 ¢
eingefiihrt.

Abb. 1

Im Punkt Py denken wir uns die Tangente an die Meridianellipse, in die wir
die X-Achse eineszweiten Koordinatensystems %, ji, Z mit dem Ursprung in Py legen.
Die Orientierung dieses Systems wéhlen wir so, daBl die positive Z-Achse in das
Innere des Rotationsellipsoids, die positive X-Achse gegen den Pol hin zeigt.

Zwischen den Koordinaten ,y,z und .t, jj, Z eines in beiden Systemen gegebenen
Punktes P bestehen die Beziehungen

¥ = — (x — xg) sin g9 + (z — 20) . cos §g
y=xy .
Z=—(z— zp)singg — (¥ — Xg) . COSs ¢gg N )
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und
X = X9 — Xsin ¢y — Z cos 5y
y=y3
z =2y — Zsin ¢y + X cos ¢ . N )]

Als Vorbereitung fiir die weitere Rechnung bestimmen wir die Koordinaten
des Schnittpunktes S, der Z-Achse, d. h. der Flichennormalen durch Py, mit der
x-Achse des Koordinatensystems X, y, z. Indem wir dazu in (2) fiir xg und z, die
Werte aus (1) eingetragen und weiter x = z = 0 setzen, finden wir fiir den Ur-
sprung M des Koordinatensystems x, y, z, d. h, fiir den Mittelpunkt des Rotations-
ellipsoids, die Koordinaten im quergestrichenen System mit

_ a .
Xar = e? W, SIn Py COS g

Ju=20
Zy=a. W, . . . (4a,b,0)

Der Ausdruck (4a) gibt den Normalabstand des Ellipsoidmittelpunktes von
der Flachennormalen durch Py, der Ausdruck (4c) den Normalabstand des Ellipsoid-
mittelpunktes von der Meridiantangente in P, oder allgemeiner von der Tangenten-
ebene in Py an. Der geozentrische Radius R, miifite sich demnach aus

a2
W2

R2 = Xp?+ 722 = (e sin2 g cos2 g + W)

ergeben, was mit dem bekannten Wert
a?
I/VOZ
tatsdchlich iibereinstimmt.

Der gesuchte Abstand des Schnittpunktes S, der z-Achse mit der x-Achse
vom Ellipsoidmittelpunkt A ist nun mit

R,2 = (1 —2e2sin2¢q + e sin2 ) )

X a

— 1 — p2
; — = X§g.— ¢€ COS @ ... (6
RY si 0 S_\. I’I/O 0 ( )

gegeben; als weiteres Ergebnis finden wir auch den Abstand des Ellipsoidmittel-
punktes vom Schnittpunkt S, der Flichennormalen durch Py mit der z-Achse aus

mz:m‘.tg@o;fs:—e2 a sin ¢g )
z ]/[/0

sgnzs, = —sgnzg.

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung der Normalschnitte durch Py iiber. Ein
unter Azimut ¢ durch Py verlaufender Normalschnitt wird bekanntlich durch eine
Ebene erzeugt, die die Flichennormale in Py enthélt und mit der Xz-Ebene den
Winkel « einschlieBt. Die Schnittspur dieser Ebene mit der Xj-Ebene weist daher
— wir betrachten das Ellipsoid von auen — in der tj-Ebene gleichfalls das Azimut
« auf. Die Normalschnittebene schneidet ferner die xy-Ebene (Aquatorebene des
Rotationsellipsoids) nach einer Schnittspur, die durch den Punkt S, unter einem
Winkel ¢ gegen die x-Achse verlduft (Abb. 2). Dieser Winkel ist leicht anzugeben;
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fiir einen von Py ausgehenden und durch einen Punkt X9 verlaufenden Normal-
schnitt ist ndmlich

) .
tgd = ){‘ = )i‘ . sin ¢g ;

sin ¢

14

/’quat‘orebene

Abb. 2

da aber das Azimut des Normalschnittes mit

_ Y
tg o <
gegeben ist, erhdlt man
tgd =tga. sin . ... (8)

Ebenso kann man den Neigungswinkel v der Normalschnittebene gegen die
Aquatorebene leicht ermitteln. Dieser ergibt sich aus

tg v = 29 _ 8% |
(xo— MS,) .sing sing ’

woraus mit (8)

/T — sin2 « cos2 9

tgy = - .. . (9a
g sin o cos ¢q (a)
und o
siny = |/1 —sin2acos2gy , cosv=cosygsinz . . (9b,¢)
erhalten wird. Aus (8) folgt iibrigens noch |
. sin2 ¢ sin? 0s2 ¢
sin2¢ = %0 und cos? b = cosT (10a, b)

1 — sin2 & cos2 ¢ 1 — sin2 z cos2¢q

Auch die eben vorangegangenen Rechnungen kdnnen wir als Vorbereitung
cur eigentlichen Losung. der gesteflten Aufgabe ansehen; wir haben damit einige
notwendige HilfsgroBen erhalten.

Hinsichtlich' der geometrischen Eigenschaften des Normalschnittes kénnen
wir zunichst festhalten, daB die Schnittfigur natiirlich eine Ellipse sein muB. Sym-
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metrieebene dieser Ellipse ist eine durch die Rotationsachse z senkrehcht zur Nor-
malschnittebene Ey verlaufende Ebene FEg; in der Schnittgeraden dieser beiden
Ebenen liegt die kleine Achse der Schnittellipse. Da nun jede Normalschnittebene
Ey ebenso wie jede zugeordnete Ebene Eg durch den Punkt S, verlduft, miissen
die Schnittgeraden dieser Ebenen ebenfalls durch diesen Punkt verlaufen, woraus
der fiir die Losung der Aufgabe wichtige Satz folgt:

Die kleinen Achsen der Schnittellipsen aller durch einen Punkt Py verlaufenden
Normalschnitte schneiden die z-Achse des Rotationsellipsoids in einem und demselben
Punkt, ndmlich im Schnittpunkt S, der Flichennormalen durch Py mit der z-Achse.

Da nun die Ebene Es das Rotationsellipsoid nach einem Meridian schneidet,
haben wir zur Bestimmung der kleinen Halbachse b, der Normalschnittellipse
lediglich die Meridianellipse mit einer Geraden zu schneiden, die mit der x-Achse
den Winkel v einschlieft und die durch den Punkt S verlduft. Wir erhalten damit
zwei Schnittpunkte, deren Abstand gleich ist 2 b, d. h. der doppelten kleinen Halb-
achse der Schnittellipse.

Die Gleichung der Merdianellipse in einem in der Ebene Es angenommenen
Koordinatensystem Xx, z ist

X2 z2
o4+ =1
az = b2
z
Merididrebene £

Abb. 3

. a .
setzen wir fiir den Augenblick zg = — e2 Sy singo
0
so hat die Schnittgerade die Gleichung
zZ—2Z9g=X.1gV.
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich durch Auflésung nach x und z fiir
die Koordinaten der beiden Schnittpunkte

/1 — cos2 g sin2 e
1 — e2cos2eqsin2o

a . .
Xp, = €2 Wo sin ¢g cos g sin « .

n b . cos ¢ sin.c/, . /1_ e2cos? psinZa ... (1D
1 — e2 cos2 ¢ sin2 « Wo?
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a cos2 ¢ sin g sin2 ¢
Zh = — (1l —e2) i SRR T
Wy 1 —e2cos2qgsin2a

+

b}/l — cos2 ¢qsin2a / e2cos2¢g sin2o
W2

1 —e2cosg g sin2» - ; e (12)

konjugierte Koordinatenwerte weisen im zweiten Glied jeweils das gleiche Vor-
zeichen auf.

Die beiden ei'sten Teile der vorstehenden Ausdriicke sind offenbar die Ko-
ordinaten des Mittelpunktes M, der Normalschnittellipse, und zwar sind diese auf
das vorldufige Koordinatensystem x,z in der Ebene Eg bezogen. Indem wir in
(11) den ersten Ausdruck mit cos (90 — ¢) und sin (90 — ¢) multiplizieren und den
ersten Teil von (12) unverdndert iibernehmen, erhalten wir im urspriinglichen Ko-
ordinatensystem wx, y, z die Koordinaten des Mittelpunktes M, der Normalschnitt-
ellipse mit

Xy =e? 4 coS g sin? sin2 ¢, ‘ 1
My W, 0 o "1 — €2 cos2 ¢q sin2 g,
, . . 1
-V/"u B W COS ¢y SIn ¢y COS & Sin o mﬁi&
zy = —e2 (1 —e?) 4 cos2 7 sin ¢ sin2 o : : . (13a, b, ¢)
« Wo 1 — €2 cos2 ¢ sin2 »

Die kleinc Achse b, der Normalschnittellipse ergibt sich durch Division des
zweiten Terms von (11) durch

COS v = COS %y Sin o

oder durch Division des zweiten Terms von (12) durch

siny = |/1 — sin2 ¢ cos2 ¢

b / €2 cos2 ¢ sin2 ¢
b = 1 - . . . .
“ 1 — e2cos2 sin2 a] Wo2 (14)

‘mit

Zur Berechnung der groBlen Halbachse «, der Normalschnittellipse haben
wir nur mehr einen kleinen Schritt zu tun. Die groBe Halbachse muB3 die Ebene
Es senkrecht durchstofen; da diese aber normal zur Aquatorebene angenommen
wurde, muB die groBe Halbachse in einer Parallelebene zur Aquatorebene liegen.
Diese letztere enthélt den Mittelpunkt der Normalschnittellipse und muB3 daher
nach (13c) fiir einen positiv vorausgesetzten Wert ¢y um den Betrag zj unter
der Aquatorebene liegen. Die Helmertsche Bemerkung dariiber (Helmert, Die
mathematischen und physikalischen Theorien der Hoheren Geodésie I, Seite 137)
ist offenbar etwas unklar gefaflit; man kann daraus entnehmen, daf3 die gro3e Halb-
achse in der Aquatorebene liege, was aber unrichtig ist.

Nach den obigen Bemerkungen hat man, um die gro3e Halbachse zu erhalten,
das Rotationsellipsoid

X2 P2 22

B T T A |
(,2 (12 b2
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mit der Ebene
zZ=2M,

(siehe (13¢)) zu schneiden. Man erhélt dadurch den Radius r,, des Parallelkreises,
in dessen Ebene die groBe Halbachse liegt, mit

e (1 — e2) cos4 ¢ sin2 ¢q sind o

W2 (I — e2 cos2 g sin2 2)2 co (15

rpuz =a?|l —

Schneidet man diesen Kreis mit einer Geraden, die im Abstand

|/1 — cos2 @ sin2 e
1l —e2cos2¢sin2a

a . .
x=e2 W COS g SIN @ sin o
0

(siehe (11)) vom Kreismittelpunkt verlduft, so erhélt man mit der Lidnge der ent-
standenen Kreissehne die doppelte groBe Halbachse. Nach einfacher Rechnung
folgt so das Ergebnis

0 — a /1 2 cos2 ¢ sin2 o (16)
« = 77 = . —_—— Coe
1 — €2 cos2 p sin2 . Wy2

Mit (14) und (16) ist die Normalschnittellipse gegeben, deren |. Exzentrizitét
nach
(((L2 - buz

o 2

1 — cos2¢g sinZ o

oo
1 — e2 cos? ¢ sinZ a n

2 = e2

berechnet werden kann. Man kann iibrigens die Formeln (14), (16) und (17) leicht
auf ihre Richtigkeit liberpriifen, es muBl ndmlich fiir « = 0 in jedem Falle und fiir
o =900, ¢y = 900 sowie fiir « = 09, ¢q =09, a, = a, b, = b und e, = e folgen;
weiters muB3 sich fiir @ = 900, ¢ = 00a, = b, = a ergeben, was, wie leicht zu er-
sehen ist, tatsdchlich der Fall ist.

Nachdem im vorigenFormund GroBe der Normalschnittellipse berechnet wurde,
suchen wir als letzten Schritt deren Lage gegeniiber der Schnittspur der Normal-
schnittebene in der .¥j-Ebene. Wir denken uns dazu das Koordinatensystem £yz
um die Z-Achse um den Winkel « verdreht, so daB ein Koordinatensystem &, 7, §
entsteht, dessen &-Achse die Schnittspur der Normalschnittebene in der £j-Ebene ist.

Die Koordinaten des Mittelpunktes M, der Normalschnittellipse, bezogen auf
-das Koordinatensystem Xx, y, z, haben wir in (13) angegeben. Nach den Formeln (2)
transformieren wir diese zundchst in das System X, §,Z und erhalten

Kpta = €2 —— cos o Sin g cos2 « ! :
W I — e2 cos2 ¢ sin2 «
_ , d L o 1
JMa = €% —=5— COS P Sinl ¢y COS ¢ SiN ¢ -———————— —
Vit W, ? P 1 — €2 cos? g sin2 a

1 €2 cos2 ¢ sin2 o ' (18a, b, c)

Zya = a. W, S
M 07 — €2 cos2 ¢ sin2 « W2
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Auf das System £, 7, transformiert, ergibt sich daraus

Eare = €2 ,a COS ¢ Sin g COS 2 ! :

) o 1 — e2 cos? g sin2

NMo = 0

gMa = Zie (19&, b, C)

Die weitere Betrachtung geschieht in der Normalschnittebene, d. h. in der
£, (-Ebene dieses Koordinatensystems. Dessen Ursprung liegt natiirlich in Py, seine
g-Achse ist Tangente an die Normalschnittellipse, wobei die Koordinaten des Mittel-
punktes der Ellipse aus (19a, ¢) gegeben sind. Um die Lage der Ellipse anzugeben,
haben wir noch den Winkel zu bestimmen, den z. B. die Richtung ihrer groBen
Achse mit der £-Achse einschlie8t (Abb. 4). Denkt man sich durch P, die Einheits-
kugel und durch diesen Punkt neben der Flichennormalen in P, die Parallelen zur
x-Richtung und zur Richtung der Schnittspur der Normalschnittebene mit der
xy-Ebene (diese ist parallel zur Richtung der groBen Halbachse der Schnittellipse),
so entsteht ein rechtwinkeliges sphérisches Dreieck mit den Seiten 1800 — ¢q, ¢
und 900 4 5, wenn mit & die Neigung der groBen Halbachse gegen die &-Achse
bezeichnet wird. Der Seite ¢ liegt der Winkel ¢, der Seite 900 + & der rechte Winkel
des Dreiecks gegeniiber. Es folgt daraus

tg & = ctg g cos z; ... (20)
Normal«/:n/?‘[ebeﬁf_
N
A

Abb. 4

zweckméBig wird man jedoch die Ergidnzung von & auf 900, ndmlich den Winkel @,
den die Fldchennormale in Py, d. h. die {-Achse mit der Richtung der groflen Halb-
achse einschlieBt und der aus

ctg ® = ctggcosa ... @D

gegeben ist, weiter verwenden. Mit (19), (20) und (21) ist nunmehr auch die Orien-
tierung der Normalschnittellipse in der £, {-Ebene, also in der Normalschnittebene,
vollstdndig gegeben.

Fiir den praktischen Gebrauch der Formeln (14), (16) und (17) diirften sich Rei-
henentwicklungen derselben als bequemer erweisen. Indem wir auf die einzelnen
Faktoren dieser Formeln den binomischen Satz anwenden, erhalten wir die Ergebnisse
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. 1
by,=1"5 [l + e2 cosZcpostg,(l — TW(TZ)

1 1
4 cosd ind S
+ e4 cos4 ¢p sin c/,(l TWy % Wo4)

Hefeostyosinta (1 - E'%O? T3 wl/04 - 1’6'1,';;/06)

+ b cos8 g sind c/.(l — 2—[;7& — é_l;@ — 'I_(;}W(@ — ,ﬁg,sw)

SEEERRE J L ()
a, =a Al -+ i €2 cos2 g sin2 ¢ (1 _ L)

_ 2 Wy?

+ %e“ cos? ¢ sin4 a(3 _I/AV%Z— - 74}?)

+ %eﬁ cos ¢ sinﬁa(S —ﬁ%ﬁ—ﬁ/l?_ Wioﬁ)

+%e3 cos® ¢y sinﬂa(35 — ”2/“22—7604— l—«liTG— T’SO“)

RERRRER ] C . (3)

0.2 = 02

(I —cosZggsin2a). (I + e2cos?gqsin2 o + ed cost ¢ sind o +

+ €6 cos qp sind o + e8 cosB g sinda 4. . .)J N 1))

Ebenso wie aus den Ausgangsformeln ersieht man aus den obigen Ausdriicken,
dal3 gegeniiber den Achsen der Meridianellipse die kleine Achse stets eine stérkere
Verdnderung erféahrt, als dies bei der groBBen Achse der Fall ist, denn der erste Term
des Klammerausdruckes in (23) ist bereits von der GréBenordnung e4, wihrend der

. . . 1
entsprechende Teil von (22) noch die GroBenordnung e2? aufweist. Zufolge W > 1

ergeben sich tibrigens fiir simtliche Ausdriicke in der eckigen Klammer der Formel
(23) nach deren Berechnung negative Vorzeichen; von den singulidren Fillen abge-
sehen, ist stets b, > b, a, < aund daher e¢,2 < e2.

Obwohl nicht mehr zum eigentlichen Thema gehorend, soll noch die Frage
aufgeworfen und behandelt werden, in welchen Punkten ein im Punkt P, unter

. . . 7 . .
dem Azimut ¢ angenommener Normalschnitt das Azimut ¢ = ?aufwelst. Dies

ist zweifellos in jenen Punkten der Fall, in denen die Tangente an die Schnittellipse
parallel zur xy-Ebene verlduft, also im hochsten und tiefsten Punkt derselben. Diese
beiden Punkte liegen, wie wir friiher ausgefiihrt haben, in einer durch die z-Achse
senkrecht zur Normalschnittebene verlaufenden Ebene Eg; diese hat gegeniiber
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dem in der xz-Ebene liegenden Punkt P, einen Lingenunterschiede 1 = 900 — 1),
Es ist also nach (8) mit

ctg/ = singytga L (25

der Langenunterschied der Meridianebene Es, in der der hochste und der tiefste
Punkt der Schnittkurve liegt, gegen den Ausgangspunkt Py gegeben. Da der Glei-
chung (25) sowohl 7 als auch /7 4- 1800 geniigt, sind diese beiden Werte die Léingen-
unterschiede der beiden Extrempunkte gegen P.

Die rechtwinkligen Koordinaten des hochsten und des tiefsten Punktes der
Schnittellipse haben wir, bezogen auf ein in der Ebene Eg angenommenes Koordinaten-
system xz, in (11) und (12) bereits angegeben.

Nun ist fiir eine durch die Gleichung

X2 z2 |
IS =
a? b2

gegebene Ellipse bekanntlich der Schnittwinkel ¢ der Kurvennormalen in einen
Punkt X,z mit der x-Achse aus

a? z
tgop =—= — ... (26
89 =3 (26)
gegeben; trigt man hierin aus (11) und (12) die Koordinatenwerte ein, so sind mit
den beiden sich ergebenden Losungen die geographischen Breiten der Extrempunkte
der Schnittfigur gegeben. Indem wir der einfachen Anschreibung halber die Formeln
(9) heranziehen, erhalten wir aus (26) mit (11) und (12)

1 —e2 (1—e2) cos?vsin ¢y 4 sinv ]/(1—(32))(W02;e2 cos2y)
I —e2 " e2cosvsinvysingg 4 cos v [r'(l—e2) (Wy2—e2cos2v) .

(27)

tg e =

Die Beniitzung der jeweils gleichen Vorzeichen ergibt die beiden Extremwerte der
geographischen Breite fiir den Verlauf der Schnittellipse.

AbschlieBend sei noch mit einigen Worten auf die zu dem behandelten Thema
bereits vorliegende und mir bekannt gewordene Literatur eingegangen. H. Schmehl
entwickelte in [1] einen mit der Formel (13c) iibereinstimmenden Ausdruck fiir den
Abstand der groBen Halbachse der Schnittellipse von der Aquatorebene und weist
auch auf die irrtiimliche Auffassung Helmerts iiber deren Lage hin. M. Nébauer be-
schéftigt sich in [2], allerdings von einer anderen Problemstellung ausgehend, mit
demselben Thema, wobei Formeln angegeben werden, die nach entsprechender
Umformung — Niébauer geht in der Beniitzung der beiden Exzentrizitidten nicht sehr
konsequent vor — mit den Formeln (14), (16), (17) und (27) iibereinstimmen. Nébauer
formuliert u. a. auch den Satz: Eine das Ellipsoid schneidende Ebene ergibt dann
und nur dann einen Normalschnitt, wenn sie die z-Achse innerhalb des Bereiches

e2a
z=+ 1—e?
normalen des Rotationsellipsoids die z-Achse schneiden. Der in den vorhergegangenen

schneidet; es ist dies jener Bereich, innerhalb dessen alle Flidchen-
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Zeilen der vorliegenden Arbeit ausgesprochene Satz, nach dem die kleine Achse der
Normalschnittellipse stets durch den Schnittpunkt der z-Achse mit der Fldchennor-
malen im Ausgangspunkt des Normalschnittes hindurchgehen muB, besagt im Grunde
zundchst dasselbe, ergénzt jedoch die Nébauer’sche Feststellung hinsichtlich der
moglichen Lage der Schnittfigur und hat damit allgemeinere Bedeutung. Weitere
Untersuchungen finden sich in [3].

Literatur:

[1] H. Schmehl: Uber den Normalschnitt eines Erdellipsoids, Zeitschrift fiir Vermessungs-
wesen, 1937, S. 645.

[2] M. Ndébauer: Normalschnitt und Gegennormalschnitt auf dem Erdellipsoid, Zeitschrift
fiir Vermessungswesen, 1944, S, 2.

[3] Cimbdlnik und Audersen, zitiert in Jordan-Eggert-Kneil, Handbuch der Vermessungs-
kunde, 1V/,, § 138, '

Eine interessante Neuerung am WILD-Repetitions-Theodolit T 1
Von E. Berchtold, Heerbrugg

Ein Theodolit mit Hohenkreis, aber ohne Hohenkreislibelle, galt lange Zeit
als ungeeignet fiir genaue Messungen, weil — im Gegensatz zum Horizontalkreis
— am Hohenkreis unmitteitbar Winkel und nicht bloB Richtungen abgelesen werden.
Der eine Schenkel dieses Winkels ist die Ziellinie des Fernrohrs, der andere ent-
weder die Richtung nach dem Zenit oder die in der Vertikalebene der Ziellinie ver-
laufende Horizontale.

Weil die Lotrichtung durch die Stehachse des auf dem Stativ aufgestellten
Instrumentes nicht zuverldssig genug definiert ist, beniitzt man eine besondere
Libelle, die Hohenkreislibelle, mit der vor dem Ablesen des Hohenkreises der Hohen-
kreisindex in die fiir die Winkelablesung richtige Lage gebracht wird.

Seit es Nivellierinstrumente mit automatischer Waagrechtstellung der Ziel-
linie gibt, sucht man nach Losungen, auch die Hohenkreislibelle eines Theodoliten
durch eine automatisch wirkende Vorrichtung zu ersetzen. Es war naheliegend,
dazu ein pendelnd aufgehéngtes Prisma zu verwenden.

Im Wild-Repetitions-Theodolit T1 wurde aber eine viel einfachere Losung
verwirklicht, die darin besteht, in den Strahlengang des Hohenkreismikroskopes
ein durchsichtiges Gefdl mit einer glasklaren Fliissigkeit derart einzuschalten,
daB die vom Hohenkreis kommenden Lichtstrahlen die Fliissigkeit durchsetzen.
Steht das Instrument senkrecht, so sind der ebene Boden des GefédB3es und die Ober-
flache der Fliissigkeit waagrecht und der Hauptstrahl des Ablesemikroskopes geht
ungebrochen durch. Neigt sich das Instrument um einen Winkel «, so bleibt nur
die Oberfliche der Fliissigkeit waagrecht, der Boden des GefdBes hingegen steht
schief. Die Fliissigkeit bildet daher einen Keil, der die Lichtstrahlen nach dem
Brechungsgesetz ablenkt. Ist n der Brechwert der Fliissigkeit, so wird die Ablenkung
des Hauptstrahls (m — 1) «. Die Abstinde im Strahlengang sind so bemessen,
daB3 durch diese Ablenkung der von der Instrumentenneigung herriihrende Fehler
des Hohenwinkels korrigiert wird.
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Das Fernrohr kann natiirlich mit der Richtung, nach welcher die Stehachsc
und somit auch der Boden des GefédBes geneigt sind, jeden beliebigen Winkel ein-
schlieBen. Die Komponente dieser Neigung in Richtung des Fernrohres bewirkt
die fiir die korrekte Ablesung des Hohenwinkels notige seitliche Verschiebung der
Striche des Hohenkreisbildes; die Querkomponente hingegen hat eine die Ab-
lesung nicht beeinflussende Verldngerung oder Verkiirzung der Teilstriche zur Folge.
Eine iibermiBige Anderung der Strichlinge weist auf eine Stehachsenschiefe hin,
die man korrigieren wird, bevor sie sich schédlich auswirkt.

Abb. 1 Abb. 2
Der ncue Repetitions-Theodolit Wild T1-A Anordnung der optischen Elemente im T1-A

Der Brechwert einer Fliissigkeit &ndert aber mit der Temperatur, Im vorliegenden
Fall nimmt (# — 1) fiir 10 Temperaturzunahme um ca. 10/yy ab. Rechnet man mit
einem Neigungsfehler der Stehachse von einer Bogenminute — entsprechend einem
Libellenausschlag von 4 Intervallen beim Drehen der Alhidade um 1800 — so
tritt bei einem Temperaturunterschied von 400 gegeniiber der Justiertemperatur
ein Justierfehier von 409/yp von 60" —2",4 auf. Das kann bei einer Kreisablesung
mit Schidtzung auf 6" ohne weiteres vernachléssigt werden. Man wird aber darauf
achten, bei extremen Temperaturen das Instrument auf mindestens 1’ genau zu
horizontieren, was jeder gute Beobachter ohnehin tut.

Bei einem pendelartig aufgehdngten Prisma ist eine besondere Dampfungs-
einrichtung noétig, um die unvermeidlichen Schwingungen rasch abzubremsen.
Beim Fliissigkeitsregler wird die Ddmpfung durch die Viscositdt der verwendeten
Fliissigkeit ohne zuséitzliche Einrichtung erhalten, und weil sich keine mechanischen
Teile bewegen, ist auch keine Abniitzung zu befiircheen.

Der T1 mit automatischer Einstellung des Hohenkreisindex wird mit T1-A
bezeichnet, wobei der Buchstabe A auf die Automatik hinweist. Im {ibrigen blieb
der bewéhrte Theodolit unverdndert, erlaubt aber bedeutend rascheres Messen der
Hohenwinkel und schlieBt die Fehler aus, die bei Nichtbeachtung der Libelle ent-
stehen konnten.

Die storenden Einfliisse der Sonnenbestiahlung auf die Libellenblase sind
beim TI-A natiirlich vermieden, und es ist auch fiir genaue Messungen nicht mehr
notig, bei schonem Wetter stets einen Schirm zu beniitzen.
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Kleine Mitteilungen

Deutsche Hochschulnachrichten

Seine Magnifizenz, Prof. Di.-Ing. habil., Dr. E. h. Max Kneifl, Vizeprisident der Bayrischen
Akademie der Wissenschaften, Vorstand des Geoditischen Institutes, wurde fiir ein weiteres Jahr
zum Rektor der Technischen Hochschule Miinchen gewihlt.

Prof. Dr.-Ing. habil. Gerhard Lelunann, Vorstand des Institutes fiir Photogrammetrie, wurde
fiir das Studienjahr 1959/60 zum Prorektor und fiir das Studienjahr 1960/61 zum Rektor der Tech-
nischen Hochschule Hannover gewihit.

Wit wiinschen den bekannten deutschen Geoditen ein erfolgreichcs Amtsjahr!

44, Deutscher Geoditentag Trier 1959

Der diesjihrige Deutsche Geoditentag findet in der Zeit vom 23. bis 26. September 1959
in Trier, der schonen zweitausendjihrigen Stadt an der Mosel, statt. Die Tagung wird in einem
festlichen Rahmen abgehalten und bringt eine Reihe von wissenschaftlichen und gesellschaftlichen
Veranstaltungen, wie aus der nachstehenden Tagungsfolge entnommen werden kann:

Mittwoch, 23. September. 9 Uhr. Erofinung der Behordenausstellung im ,Kurfiirstlichen
Palais*‘. — Eroffinung der Firmenausstellung im ,,Vereinshaus Treviris*‘. — 10.30 Uhr. Erofinung
des 44. Deutschen Geoditentages durch den Vorsitzenden des DVW, Regierungsdirektor Dr. phil.
H. Rohrs, und Festvortrag des Regierungsdirektor's Max Lambert, Ministerium des Inneren,
Rheinland-Pfalz, ,,Technik und Verwaltung“. — 16.30 Uhi: Ordentliche Hauptversammlung
des DVW.

Doununerstag, 24. September. Vortriage: 9 Uhr: Reg.-Baudirektor Dethard Freiherr von dem
BLlssche-Haddenhalléen, deutscher Geschéftsfiihrer der Int. Mosel-Ges. m. b. H., ,,Wirtschaftliche
und technische Fragen des Moselausbaues*‘. — 10.30 Uhr: Reg.-Direktor Dr. Adam von der
Weiden, Landesvermessungsamt Rheinland-Pfalz, ,,Umfang und Laufendhaltung topographischer
Darstellungen in neuen amtlichen Karten 1:1000 und kleiner*. — Besichtigungen: 14 Uhr: Fahrt
nach Bernkastel und Besichtigung der Stadt oder um 15 Uhr: Fiihrung durch die Stadt Trier.

Freitag, 25. September 1959. Vortrdge: 9 Uhr: Oberregierungsvermessungsrat Wilhelm
Schirmer, Min. f. Landv., Weinbau u. Forsten, Rheinland-Pfalz, ,,5 Jahre Luftbildmessungen in
der Flurbereinigung Rheinland-Pfalz; Erfahrung und Ausblick“. — 10.30 Uhr: Direktor Alphons
Eyschen, Direktor der Luxemburgischen Katasterverwaltung, ,,Die Flurbereinigung in Luxemburg.**
— Besichtigungen: 14.30 Uhr: Besichtigung einer im Bau befindlichen Staustufe in der Néhe von
Trier oder Besichtigung der im Bau befindlichen Sauertalsperre in Rosport (Luxemburg) oder Besich-
tigung von Weinbergsumlegungen. — 15 Uhr: Fiihrungen durch Trier. — 20 Uhr: Gesellschaftsabend.

Samstag, 26. September 1959. 10.30 Uhr: GroBe Luxemburg-Rundfahrt mit Besichtigung der
Stadt Luxemburg.

Es wire sehr' zu begriiBen, wenn moglichst viele osterreichische Kollegen am 44. Deutschen
Geoditentag teilnehmen wiirden. Rolrer

Literaturbericht

Zeitschriftenschau

Die hier genannten Zeitschiiften liegen, wenn nicht anders vermerkt, in der Bibliothek des Bundesamies
fiir Eich- und Vermessungswesen auf.

1. Geoditische Zeitschriften

Allgemeine Vermessungsnachrichten, Berlin 1959: Nr. 6. Ritter, Bogengestaltung

und Entwurf im neuzeitlichen StraBenbau (Fortsetzg. in Nr. 7). — Collins, Probleme der Stadt-
planung. — Kennemann, Hohenbestimmung von FP-Pfeilern im Zuge von Léngsnivellements.
— Slawik, Naturwissenschaftliche und technische Publizistik. — Nir. 7. Faber, Zur Praxis der

Klothoidenabsteckung. — Gigas, Einige Gedanken iiber die Zusammenarbeit von Bund und Lén-
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dern im Vermessungswesen, — Pinkwart, Zum 25jihrigen Bestchen des Gesctzes tiber die Neu-
ordnung des Vermessungswesens.

Bildmessung und Luftbildwesen, Berlin 1959: Nr. 2. Gotthardt, Gemeinsame Lage-
einpassung mehrerer Modelle mittels verketteter Helmerttransformation. — van Gent, Der Wild-
Autograph A 7-K. — Brucklacher, Die Photogrammetrie im Rahmen der 2. Kartographischen
Konferenz der Vereinten Nationen fiir Asien und den Fernen Osten. — Berichtigung zum Aufsatz
Dr. Helmut Schmid ,,Eine allgemeine analytische Losung fiir die Aufgabe der Photogrammetrie*‘,

Der Fluchtstab, Diisseldorf 1959: Nr. 5/6. Reuf, Verfahrensmuster fiir die Aufnahme
bestehender Hochspannungsfreileitungen (SchluBl). — Heyink, Erkundungsarbeiten fiir die poly-
gonometrische Bestimmung von TP (A) (Fortsetzung). — Weih, Fortfilhrung des Liegenschafts-
katasters in Wohnsiedlungsgebieten. — von Hofe, Ingenieurschulen und Technische Hochschulen
als Triger der Ausbildung des Ingenieurnachwuchses.

Geodeticky a kartograficky obzor, Praha 1959: Nr. 6. Malivinek und Morch, Grund-
prinzipien und Probleme der Technologie bei der Aufnahme von Karten groer Malstibe. —
Miksovsk y, Schichtgravur der Kartenoriginale. — Vidlka, Reduktion der mit StahlbandmaB nicht
horizontal gemessenen Lingen. — Karsky, Uber die Bestimmung des Interpolierungsargumentes.
Pokora, Uber die Durchfiihrung wirtschaftstechnischer Bodenumlegungen in Form von Gesamt-
projekten. — Nr. 7. Wittinger, Ausbau des Geoditischen Observatoriums auf dem Pecny. — Bogiis-
zak und Slitr, Bemerkungen zur Darstellung des Geldndes durch Hohenlinien. — Silar, Bestimmung
des Halbmessers eines Eisenbahnbogens.

Geodetski list, Zagreb 1959: Nr. 4—6. Mende, Beitrag zur Frage der Reduktion der be-
obachteten Schwerkraftwerte (SchluB). — Aganovié, Die Konstruktion der Diagramme fiir die
Sonnenhdhe und Azimut. — Jenko, Die Untersuchung des optischen Mikrometers an den Wild’schen
Universaltheodoliten. — Jemri¢, Riickblick auf die Entwicklung von geodétischen Instrumenten,
— Hadsi Vasilev, Die luftbildphotogrammetrischen Arbeiten in Mazedonien. — Seféek, Umlegung.

Geodézia és Kartografia, Budapest 1959: Nr. 2. Tdrczy-Hornoch, Umrechnung zwischen
den Gauss-Kriiger-Streifen mit Hilfe dreier AnschluBpunkte. — Hazay, Die mechanischen Prin-
zipien der Ausgleichung. — Iljin-Tyiliomirow, Das Schlitz-Entzerrungsgerdt FTStsch. — Niki-
schow, Erfahrungen bei der Kartierung der Landwirtschaft in der UdSSR. — Homorédi, Uber
die Fragen unseres neuen Projektionssystems. — Honyi, Transformationen zwischen zwei Ko-
ordinatensystemen auf Grund geometrischer Beziehungen. — 7Tdrh, Automatische Nivellierinstru-
mente. — Regdgzy, Die MaBeinheiten. — Hrenko, Uber einzelne morphologische und Relieffor-
mationen unserer Landschaften. — Vitdlyos, Detailpunktaufnahmen mit simultanem Vorwarts-
einschneiden.

Geodezja i Kartografia, Warszawa 1959: Nr. I1—2. Wlodarczyk, Nouvelle triangulation
de Pologne. (Genése, technique et ’organisation d’exécution.) — Pierscionek und Jarosinski, Ana-
lyse de précision de la triangulation complémentaire et de détail. — Wloczewski und Kiepurski,
Aspects économiques des réseaux de triangulation complémentaire et de détail.

Przeglad Geodezyjny, Warszawa 1959: Nr. 5. Bychawski, Ein Blick in die Zukunft des
Geodasieinstrumentenbaues. — Rogulski, Elektronik und Automatik im Dienste der Photogram-
metrie. — Kuckiewicz, Wie ist die Préizisionspolygonisietung in die sog. paralaktische Polygoni-
sierung umgewandelt worden? — Janusz, Die Frage der Zuglinge in der technischen Polygoni-
sierung. — Wdjcik, Zeichnungsstoffe aus Plastikmassen. — Dabrowski, Zur Frage der Lagerung
von Plidnen und Mappen (Fortsetzung in Nr. 6). — Skolimowski, Das Studium der Geodisie an der
Londoner Universitidt, — Nr. 6. Wloczewski und Krajewski, Das polnische Ausfiillungs- und Ver-
dichtungstriangulationsnetz. — Lukasiewicz, Analyse der Ausfithrung von Prézisionspolygoni-
sierungsnetzen. — Dimow, Gruppenartige Ausgleichung des Nivellementsnetzes nach den Be-
dingungsbeobachtungen. — Zill, Der Kataster in der Deutschen Demokratischen Republik.

Revue des Géometres-Experts et Topographes Francais, Paris 1959: Nr. 6
Muller, Implantation d’un quadrillage par coordonnées polaires. — Rossef, Un nouvel appareil
de topographie souterraine. — Nr. 7. Ollivier, Le nouveau Théodolite répétiteur WILD TI-A.

Schweizerische Zeitschrift fiir Vermessung, Kulturtechnik und Photogram-
metrie, Winterthur 1959: Nr. 6. Ansermet, Sur le calcul de réseaux hyperdéterminés @ mesures
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linéaires. — Tschapanow, Genauigkeit der bedingten Ausgleichung mit Unbekannten, zwischcn
denen Bedingungsgleichungen bestehen. — Nr. 7. Sclunidheini, Grundlagen der elektrooptischen
und elektronischen Distanzmessung. — Berchtold, Eine interessante Neuerung am WILD-Repe-
titions-Theodolit T-1.

Tijdschrift voor Kadaster en Landmeetkunde, Gravenhage 1959: Nr. 2. Van Wely,
Coordinatographe et papier. — Van der Meulen, Le théodolite nouveau Th-3 de Zeiss.

Vermessungstechnik, Berlin 1959: Nr. 4. Bursa, Die AusmaBe des Erdellipsoids aus den
europdischen astronomisch-geoditischen Netzen. — Heise, Streckenmessung mit dem Invarband.
— Thum, Zur Untersuchung der Genauigkeit der topographischen Karte 1:25000 (und Nr. 5).
— Ullrich, Die Beziehungen zwischen Aufnahmeverfahren und Messungsmethode in der Topo-
graphie. — Rasche, Die Orientierung von Luftbildaufnahmen durch Bildvergleich zur Verbesserung
der graphischen Bildtriangulation. — Diftrich, Uber den Einsatz der Erdbildmessung fiir die Massen-
aufmessung im Braunkohlentagebau. Nr. 5. — Neubert, Rationelles Messen von Léingen geringer,
mittlerer, hoher und hochster Genauigkeit. - Kratky, Die absolute Orientierung eines Modells
im Stereoplanigraphen von Zeiss-Jena. — Haack, Das geographische Milieu als Grundlage der
gesetzmiBigen Generalisierung. — Balmert, Untersuchungen des Einflusses des Beobachters, der
Temperatur und des Zustandes der Atmosphére auf die optische Prizisionsdistanzmessung.

Vermessungstechnische Rundschau, Hamburg 1959: Nr. 6. Kriegel, Kataster-Auf-
stellung mittels Lochkarten (Forts. in Nr. 7). — Wendt, Zum Einsatz des Kreiseltheodoliten.
— Wiegand, ,,Wirtschaftlichkeit im Vermessungswesen — wie wir sie sehen (Forts. in Nr. 7).
— Wittke, Z60 — eine elektronische Steuerung fiir Koordinatentisch. — Wittke, Vor und Riick-
wirtsschnitt auf der IBM-650. — Nr. 7. Belr, Zur Grenzanerkennung. — Camphausen, Eine neue
Polygonzugtafel, bei der man nicht blattern muBl. — Kiimmpritz, Schnitt zwischen Gerade und Kreis.
— Wittke, LGP-30, ein Rcchenautomat mit Germanium-Dioden. — Preyf, Vorrichtungen zur
Zicllinien-Stabilisierung.

Zeitschrift fiir Vermessungswesen, Stuttgart 1959: Nr.6. Kurandt, 25 Jahre Vermessungs-
gesetz. — Gary, Berechnung der MeBldnge bei frei durchhdngenden BandmaBen. — Kempin, Ein
Beitrag zur Berechnung der Pizetti- und Helmertprojektion aus Schweremessungen. — Burkert,
Vorschlége fiir elektronische Flachenermittlungen. — Nr. 7. PloSl, 50 Jahre volle Verstaatlichung
des Fortfithrungsvermessungsdienstes in Bayern. — Osthoff, Zur Genauigkeit der Bodenschéitzung
im Flurbereinigungsverfahren. — Drodofsky, Systematische Fehler im Nivellement. — Cverkov,
Anwendungen der Fehlertheorie auf Probleme der ebenen Geometrie. — Hallert, Ein Schema fiir
die Losung von Normalgleichungen.

JII. Andere Zeitschriften

Mathematik-Technik-Wirtschaft, Wien 1959: Nr. 2. Héllrigl, Anwendung des Loch-
kartenverfahrens auf die Fortfiihrung des Osterreichischen Katasterschriftoperates.

Abgeschlossen am 31. Juli 1959.

Zeitschriftenschau zusammengestellt im amtlichen Auftrag von Bibliotheksleiter K. Gartner.
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K. Ledersteger: Stokes’ Constants and the Moments of Inertia of a Figure of Equilibrium.
K. Hubeny: The Evaluation Elements of the Normal Section Ellipse.
E. Berchtold: An Interesting Innovation on Wild-Repetition Theodolit T 1.

Sommaire:

K. Ledersteger: Les constantes de Stokes et les moments d’inerlie d’une figure d’equilibre.
K. Hubeny: Les éléments de détermination d’une section normale a ’ellipso’de.
E. Berchitold: Une innovation intéressante au théodolite répétiteur de Wild.

Anschriften der Mitarbeiter dieses Heftes:

Prof. Dr. K. Ledersteger, Technische Hochschule Wien 1V, Karlsplatz 13.
Prof. Dr. K. Hubeny, Technische Hochschule Graz, RechbauerstraBle 12.
Dipl.-Ing. E. Berchtold, H. Wilds Geodaitische Instrumente, Heerbrugg, Schweiz.
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Festschrift Eduard Dolezal. Zum 70. Geburtstag. 198 Seiten, Neu-
auflage, 1948, Preis S 18-—. (Vergriffen.)
Lego (Herausgeber), Die Zentralisierung des Verniessungswesens in

ilrer Bedeutung fiir die topographische Landesaufnahme. 40 Seiten,
1935, Preis S 24.—. (Vergriffen.)

: Ledersteger, Der schrittweise Aufbau des europdischen Lotabwei-

clumgssystems und sein bestanschliefendes Ellipsoid. 140 Seiten, 1948.
Preis S 25-—.

: Zaar, Zweimedienphotogrammetrie. 40 Seiten, 1948. Preis S 18-—.
: Rinner, Abbildungsgesetz und Orientierungsaufgaben in der Zwei-

medienphotogrammetrie. 45 Seiten, 1948. Preis S 18- —.

: Hauer, Entwicklung von Formeln zur praktischen Anwendung der

Sflichentreuen Abbildung kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in die
Ebene. 31 Seiten. 1949. (Vergriffen.)

Ledersteger, Numerische Untersuchungen iiber die Perioden der Pol-
bewegung. Zur Analyse der Laplace’schen Wlde)sp) iiche.

59422 Seiten, 1949. Preis S 25—

Die Entwicklung und Organisation des Vermessungswesens in 0sre;-
reich. 56 Seiten, 1949. Preis S 22—

Mader, Das Newton'sche Raumporemial prismatischer Korper ‘und
seine Ableitungen bis zur dritten Ordnung. 74 Seiten, 1951. Preis S 25 —.
Ledersteger, Die Bestimnumg des mittleren Erdellipsoides und der
absoluten Lage der Landestriangulationen. 140 Seiten, 1951, Preis
S 35-—. i

Hubeny, Isotherme Koordinatensysteme und konforme Abbildungen
des Rotationsellipsoides. 208 Seiten, 1953. Preis S 60'—.

Festschrift Eduard Dolezal. Zum 90. Geburtstag. 764 Seiten und viele
Abbildungen.h1952. Preis S 120-—.

Mader, Die orthometrische Sclwerekorrektion des Prdzisions-Nivelle-
ments in den Hohen Tauern. 26 Seiten und 12 Tabellen. 1954. Preis
S 28-—.

Theodor Scheimpflug — Festschrift, Zum 150jdhrigen Bestand des
staatlichen Vermessungswesens in Osterreich. 90 Seiten mit 46 Ab-
bildungen und XIV Tafeln. Preis S 60-—.

Ulbrich, Geoditische Deformationsmessungen an osterreichischen
Staumauern und GroBBbauwerken. 72 Seiten mit 40 Abbildungen und
einer Luftkarten-Beilage. Preis S 48-—.

Brandstéitter, Exakte Schichtlinien und topographische Gelinde-
darstellung. 94 Seiten mit 49 Abb. und Karten und 2 Kartenbeilagen,
1957. Preis S 80-— (DM. 14-—).

Vortrige aus Anlaf der 150-Jahr-Feier des staatlichen Vermessungs-
wesens in Osterreich, 4. bis 9. Juni 1956.

Uber das staatliche Vermessungswesen, 24 Seiten, 1957, Preis S 28-—.
Uber Hohere Geoddsie, 28 Seiten, 1957, Preis S 34-—,
Vermessungsarbeiten anderer Behdrden, 22 Seiten, 1957, Preis S 28-—.
Der Sachverstindige — Das k. u. k. Militdrgeographische Institut.
18 Seiten, 1958. Preis S 20-—.

Uber besondere photogrammetrische Arbeiten. 38 Seiten, 1958,
Preis S 40°—.

Markscheidewesen und Probleme der Angewandten Geodisie. 42 Seiten,
1958. Preis S 42'—.
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