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l PROBLEMSTELLUNG 

- l -

In der Tria.ngulierungsabteilung des Bundesamtes für Eich- und VermeS= 

sungswesen in Wien erfolgts bisher die Berechnung der Höhenunterschiede aus 

den gemessenen Zenitdistanzen bzw. Höhenwinkeln im wesentlichen immer noch 

nach den von ROHRER im Jahre 1929 in [64] festgehaltenen Grundsätzen und 

Formeln. Im allgemeinen wurde dabei einheitlich der HARTL1sche Wert für den 

Refraktionskoeffizienten verwendet: 

k = 0,1470 - 0,000 008 • H (in m) • • • •• (1.1) 

Die Berechnung der Meereshöhen wurde mit der Tischrechenmaschine bzw. 

in letzter Zeit mit einem elektronischen Taschenrechner nach einem mehx= 

stufigen Iterationsverfahren durchgeführt. Ein praktisch befriedigendes 

Rechenprogramm für die elektronische Auswertung der trigonometrischen HÖ= 

henmessung stand nicht zur Verfügung. 

Im Laufe der Jahre hat sich nun ein gewisses Unbehagen über diese Art 

der Auswertung eingestellt. Einerseits mußte lll3.n erkennen, daß es nicht in 

allen Fällen richtig ist, mit dem durch Gleichung (1.1) einheitlich defi= 

nierten Refraktionskoeffizienten zu rechnen. Andererseits mußte man erken= 

nen, daß vor allem im Bergland bei der Horizontierung der elektronisch ge= 

messenen Schrägstrecken vielfach systematische Fehler auftraten, die in der 

horizontalen Strecke, berechnet aus der Vertikalwinkelmessung der Hin- und 

der Rückvisur, Differenzen bis in den Bereich von einigen Zentimetern ver= 

ursachten. Man mußte daher die Frage stellen, ob man in diesen Fällen das 

Mittel aus den beiden Berechnungen noch als einigermaßen gerechtfertigt 

ansehen kann oder ob systematische Einflüsse einen der beiden Werte stärker 

verfälscht haben als den anderen Wert. Die fallweise auftretenden relativ 

großen Abschlußfehler bei langseitigen Polygonzügen im Bergland deuten nun 

darauf hin, daß eine solche Mittelung in vielen Fällen nicht mehr gerecht= 

fertigt war. Hatteman außerdem noch bereits gegebene Meereshöhen zur Ver= 

fügung und führte man die Horizontierung der elektronisch gemessenen Schräg= 

strecke mit dem aus den gegebenen Meereshöhen abgeleiteten Höhenunterschied 

durch, erhielt man dann unter Umständen einen dritten Wert für die horizon= 

tale Strecke, der aber nicht in die Nähe des Mittelwertes aus Hin- und Rück= 

messung kam. 

Diese Erscheinungen waren nun Ausdruck der Tatsache, daß einerseits 

mit einem einheitlichen Refraktionskoeffizienten gerechnet wurde und daß 

andererseits der Einfluß der Lotabweichung weder bei der Berechnung der 

Höhenunterschiede noch bei der Horizontierung der elektronisch gemessenen 

Schrägstrecken Berücksichtigung fand oder genauer ausgedrückt, daß es unter= 

lassen wurde, für die Horizontierung der Schrägstrecken ellipsoidische HÖ= 

henunterschiede zu verwenden. 
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In dieser Arbeit sollen nun vor allem die für einen Massenbetrieb 

praktisch anwendbaren Formeln und Berechnungsmethoden zusammengestellt 

werden, die mit einem noch vettretbaren Mehraufwand die möglichst weit 

gehende Berücksichtigung der bisher vernachlässigten Größen ermöglichen 

und die außerdem auch die Grundlage für die Schaffung eines entsprechenden 

Programmes für die elektronische Auswertung der trigonometrischen Höhen= 

messung und der Reduktion der elektronisch gemessenen Schrägstrecken bil= 

den sollen. 

Im Verlaufe.der hier angestellten Überlegungen ergab sich, daß die 

z�eckmäßigste Lösung der zu behandelnden Probleme dann gegeben wäre, wenn 

zwei getrennte Höhensysteme aufgebaut würden, die jedoch miteinander in 

VerbindUD;g stehen müßten, ein geoidisches Höhensystem für all jene Zwecke, 

für die die Meereshöhen von Bedeutung wären, und außerdem ein ellipsoi= 

disches Höhensystem für alle Berechnungen, bei denen gemessene Strecken 

für die Lageberechnung nutzbar gemacht werden sollen. 
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2,1 Allgemeines 
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Auf den einzelnen Festpunkten befinden sich vielfach mehrere Stand
U.."Yld Zielpunkte, die untereinander durch eine sog. örtliche Einmessung ver= 
bunden sein müssen. Diese örtlichen Einmessungen sind noch vor der Aus= 
wertung der Vertikalwinkelmessungen lage- und höhe:runäßig zu berechnen. Für 
die Visurendpunkte werden entweder gute vorläufige Koordinaten oder end= 
gültige Koordinaten benötigt. 

Die Vertikalwinkelmessungen können als Zenitdistanzen oder als Höhen= 
winkel gegeben sein. Zwischen Zenitdistanzen und Höhenwinkeln besteht die 
folgende Beziehung: 

_:r_ß zi,k - 2 i,k 

zi,k gemessene Zenitdistanz vom Punkt Pi nach dem Punkt Pk 
ßi,k gemessener Höhenwinkel vom Punkt Pi nach dem Punkt Pk 

(2.01) 

Für die Auswertung der Vertikalwinkelmessungen sind außerdem noch 
verschiedene Größen notwendig, deren Ermittlung in den nachfolgenden Unter= 
abschnitten zusa.mr:iengestellt ist. 

2,2 Krümmungsradien 

Die Abbildung 2.1 zeigt ein theoretisch nicht streng richtiges, aber 
praktisch ähnliches Bild der Verhältnisse bei der trigonometrischen Höhen= 
messung. Es können hierauf mit hinreichender Genauigkeit· die Formeln der 
ebenen Trigonometrie angewendet werden, vor allem wegen der gerin�en Punkt= 
entfernungen, die dabei im allgemeinen auftreten. Bei der Auswertung der 
Vertikalwinkelmessungen im Rahmen der Triangu.lierungsarbeiten des Bundes= 
amtes für Eich- und Vermessungswesen ist eine maximale Punktentfernung von 
5 bis 6 km zu erwarten. Nur in Ausnahmefällen wird es im Zusammenhang mit 
der elektronischen Streckenmessung Punktentfernungen bis etwa 10 km geben. 

LEDER.STEGER. hat in [42] nachgewiesen, daß in diesem Entfernungsbereich 
die Differenz der Abstände �(E) - Ri(E) praktisch gleich Null gesetzt 
werden kann : 

•••• • (2.02) 

Ri(E) • • ••• Abstand des Schnittpunktes M(E)der in eine parallel zu ihnen 
liegende Mittelebene projizierten Ellipsoidnormalen durch die 
Punkte Pi und Pk vom Referenzellipsoid in Richtung der Ellip= 
soidnormalen durch den Punkt P . •  

J. 
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Gleichung (2. 02)  bedeutet aber, daß die Abstände Ri(E) den Krümmungs= 

radien R der Normalschnitte mit dem Azimut a. k praktisch gleich sind: 
ai,k 1, 

R 4 R i( E) a. k 1, 
(2 . 03) 

Die Krümrnungsradien R erhält man nach dem Satz von EULER aus 
ai,k 

2 . 2 
1 cos ai k sin a. k 

�---··� + 1, -R-- = Mi Ni ai,k 

Mi Meridiankrümrnungsradius im Punkt Pi 

Ni Q.uerkrümnungsradius im Punkt Pi 

• • • • •  (2 . 04) 

BRUNNER hat in seiner Dissertation [ 9 ]  dafür eine leicht auswertbare 

Näherungsformel abgeleitet. Für eine elektronische Berechnung könnte mit 

für die Auswertung der Vertikalwinkelmessungen hinreichender Genauigkeit 

die nachfolgende auf das BESSEL-Ellipsoid bezogene und für den Bereich von 

Österreich gültige Näherungsformel angewendet werden: 

• • • •• (2. 05) 

Die geographische Breite cpi könnte man für die einzelnen Punkte der 

Österreichischen Karte l : 50 000 entnehmen, sie kann aber bei elektro=: 

nischer Berechnung auch mit folgender Näherungsformel aus den Koordinaten 

der Punkte Pi abgeleitet werden: 

Fußpunktsbreite �-: 
1 

_ xi(m) 
cpF.- 6 366 743 + 0, 002 5113 

1 

2 cp. = � - 0, 002 78 • Yi(km) 
1 i 

. . . . .  (2 . 06) 

• • • • • (2. 07) 

Die Fußpunktsbreite cpF. 
erhält man durch die Gleichung (2. 06) im 

Bogenmaß. Das zweite Glied 1 von Gleichung (2. 07 )  ergibt sich in Altse= 

kunden, wenn y. in km-Einheiten eingeführt wird. Die geogr. Breite cp. hat 1 1 
bei Verwendung der Gleichungen (20 06) und (2. 07) einen Fehler von höchstens 

+ 3" • Zu beachten ist hierbei, daß bei x. der volle Wert ( also mit den 
1 

5 000 000 m) zu verwenden ist. 

Das für.die· Gleichung (2 . 04) oder (2. 05) benötigte Azimut a. k erhält 
1, 

man aus dem Richtungswinkel v. k ( aus 1, 
Addition der Meridiankonvergenz 'Yi(M) 

Koordinaten) durch algebraische 
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•• • • •  (2.08) 

Die Meridia.nkonvergenz yi(M) kann, abhängig von den Koordinaten des 
Punktes P., nach der Näherungsformel aus [12 a], Abschnitt 7, Absatz (2) , 

1 
errechnet werden: 

cc 1 ( ) Yi(M) = 30 • Yi(km) • xi(km) - 2000 + t:;.y • • • • •  (2.09) 

Das Korrekturglied t:;.y kann der Kurventafel von Abb. 12 der ange= 
führten Dienstvorschrift [12 a] entnommen werden. Die Meridia.nkonvergenz 
erhält das Vorzeichen der Ordinate yi. 

Für das Auswerten der Gleichung (2.05) genügt das Azimut a. k mit 
1, 

Minutengenauigkeit in dem hier auftretenden Entfernungsbereich. Es er= 
übrigt sich daher bei der Ermittlung der Meridia.nkonvergenz die Entnahme 
des Korrekturgliedes 1::;.y. 

Bisher wurde in der Triangulierungsabteilung für die Höhenberechnung 
und auch für die Horizontierung elektronisch gemessener Schrägstrecken der 
Radius R der Gauß1schen K:rümmungskugel für die mittlere Breite von 
cp = 47° 45' verwendet: 

R = � = 6 379 409 m • • • • • (2.10) 

Bei einer elektronischen Auswertung der Vertikalwinkelmessungen fällt 
die rechnerische Mehrbelastung kaum ins Gewicht, die dadurch entsteht, daß 
nicht wie bisher der Radius der GauB'schen K:rümmungskugel, Gleichung (2.10) , 
verwendet wird, sondern z. B. der durch Gleichung (2.05) definierte Nähe= 
rungswert für den K:rümmungsradius eines Normalschnittes. Der dadurch er= 
zielbare Genauigkeitsgewinn ist allerdings relativ gering. 

In der nachstehenden Tabelle 1 sind für vier verschiedene Zenitdistanzen 
die ma.Jd.mal möglichen Fehler im Höhenunterschied und in einer horizontierten 
Strecke zusammengestellt, die dann entstehen können, wenn man statt des durch 
Gleichung (2.05) gegebenen K:rümmungsradius des der Visur entsprechenden Nor= 
malschnittes den durch Gleichung (2010) ausgewiesenen Radius der Gauß1schen 
Bildkugel für die angegebene �ttelbreite verwendet. 

s Höhenfehler in mm für z = Streckenfehler in mm für z c 

in km sog 7og 60g 5og sog 7og 60g 5og 

1,0 0,1 0, 2 0, 2 0 ,3  o ,o  o ,o  0 ,1  0 ,1  
2 , 0  0, 5 o , 6  o, s 1 , 0  0, 2 0, 3 0,4  0,4  
3 , 0  1, 2 1, 5 l,S 2 , 7  0,4 o , 6  0 ,8  0 ,9  
4 ,0  2 , 1  2�8 3 , 6  4,ll 0,7 1 , 0  1 , 3  1 , 6  
5, 0  3 , 3  4 , 5 5 , 0  • 1 , 1  1, 6 2,1 . 
6, 0 4 , 8  6 , o  7 , 8  • 1 , 6  2, 3 3 , 0  • 
7 , 0  6 , 5 8 , 4  . . 2 , 1  3 , 1  . • 
8 , 0  8 , 5 11,2  • . 2 , s  4 , 1  . • 
9 , 0  10, 8 . . • 3 , 5 . . . 

10, 0 13 , 3  . . . 4 ,3  . . . 
'"'-" 

Tabelle 1. 
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Wie im Unterabschnitt 2,J gezeigt wird, ist für den Krürnmungsradius 
R eine Genauigkeit von rund hundert Meter mehr als ausreichend. Diese 
G��ä�igkeit ist durch die Gleichung (2.05) gesichert. 

BODEMÜLJ,ER und EMBACHER haben Versuche unternommen, aus gemessenen 
Vertikalgradienten der Schwere mittlere Krümr::ungsradien für die Niveau= 
flächen durch die Beobachtungsstationen abzuleiten ([3] und [19]). Sie 
haben dabei in den so erhaltenen mittleren Krürn:rnungsradien Differenzen 
festgestellt, die bis zu der Größenordnung von 4000 km und mehr gingen. 
Für die Berechnung von ellipsoidischen Höhenunterschieden sind diese 
Krürn:rnungsradien selbstverständlich nicht verwendbar. Allerdings können 
die so ermittelten Radien der mittleren Krürnmungskugeln der Niveauflächen 
durch die Beobachtungsstandpunkte auch nicht direkt für die Berechnung der 
geoidischen Höhenunterschiede verwendet werden. 

1 I I I I �k(N)/ I 
,' l H, ' 1 IJ<k) 

� 
\ 

\ 

\ 
\ 

\ \ 
1 o Mu<,;) � 

In Abbildung 2.2 ist nun M(N) der Schnitt= 
punkt der in eine zu ihnen parallele Mittelebene 
projizierten Tangenten an die Lotlinien durch 
die Geländepunkte Pi und Pk. Die Radien R(K.) und 
R(K,_) der mittleren Krürnmungskugeln der Niv�au= 
flätilien durch die Geländepunkte Pi und Pk können 
nach BODEl\[ÜLLER und :El'JIBACHER bei benachbarten 
Punkten Unterschiede bis zu der Größenordnung 
von lc} km aufweisen, sie sind aber im allge:= 
meinen nicht identisch mit den Abständen Ri(N) 
und Rk(N) des Tangentenschni ttpunktes M(N) vom 
Geoid in Richtung der TangentE;m. an die Lotlinien. 
Es ist also allgemein 

• • • • • (2.11) 

Abb0 2.2 Gi • 
• • • • auf das Geoid bezogene Höhe des Punktes P. 

J. 

Während die Abstände Ri(N) von der gegenseitigen Lage der TangentialT 
ebenen an die Niveauflächen durch die Punkte Pi und Pk abhängig sind, sind 
die Krümmungsradien R(K.) von der Massenverteilung und der Dichte unter= 
halb der Geländepunkte 1beeinflußt. Für eine bestimmte Lage der Tangential= 
ebene an die Niveaufläche in P. gibt es aber unendlich viele Möglichkeiten 

J. . 
der Massenverteilungen. Es besteht daher zwischen Ri(N) und R(K.) kein 

J. eineindeutiger Zusammenhang. . 

Die in [3] und (19] ermittelten Krümrnungsradien haben eine Ungenauig= 
keit von mehr als 10 km. Es wäre also die so erreichbare Genauigkeit viel 

zu gering, um diese Krümrnungsradien für die Berechnung geoidischer Honen= 
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unterschiede heranziehen zu können, abgesehen davon, daß kein direkter 
Zusammenhang mit den Abständen Ri(N) gegeben ist. 

Während BODEJ:�ÜLLER und EMBACH.ER in den R (K.) bei benachbarten Punkten 
Unterschiede in der Größenordnung bis mehr als 1 103 km feststellten, besteht 
zwischen den Abständen Ri(N) und Rk(N) nur eine Differenz, die eine Größen= 
ordnung von maximal einigen Metern erreichen kann. Der Höhenunterschied 
zwischen den beiden benachbarten Punkten wäre auch noch zu berücksichtigen. 
In Österreich ist er au:f jeden Fall kleiner als 4000 m und liegt daher noch 
unter der Genauigkeitsgrenze, mit der in (3] und (19] die Krümmungsradien 
R(K. ) ermittelt worden sind� 

1 
Diese Überlegungen zeigen, daß im allgemeinen die Ungleichungen (2.11) 

berechtigt sind� 

LEDERSTEGER hat in (42] gezeigt, daß man in dem hier auftretenden 
Entfernungsbereich wohl auf die ellipsoidischen Krümmungsradien die durch 
die Gleichung (2.02) ausgedrückte HELMERT'sche Kreisbogenbedingung anwenden 
kann, aber nicht im allgemeinen auch au:f das Geoid, so daß für den allge= 
meinen Fall gilt: 

(2.12) 

Zu:folge der Lotkrümmung wird das Lot durch die Geländepunkte Pi und Pk 
das Geoid im allgemeinen an einer anderen Stelle treffen als die Tangenten 
an die Lotlinien in den Geländepunkten. Bezeichnet man diese Durchstoßpunkte 
der Lotlinien au:f dem Geoid mit Pi und Pk und legt man in diesen Durchstoß= 
punkten wiederum Tangenten an die Lotlinien, erhält man für die Projektion 
dieser Tangenten in die zu ihnen parallele Mittelebene einen Tangenten= 
schnittpunkt M(G)' der im allgemeinen mit dem in Abb. 2.2 eingezeichneten 
Tangentenschnittpunkt M(N) nicht identisch sein wird. Es werden sich somit 
auch von den Abständen Ri(N) und Rk(N) abweichende Abstände des Tangenten= 
schnittpunktes M(G) vom Geoid, Ri(G) und �(G)' ergeben, für die aber 
gleichfalls die Ungleichungen (2011) und .(2.12) Geltung haben. 
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Die Punktentfernungen s. k sind je nach dem Status ihrer Reduktion 
:i.., 

und abhängig von ihrer Herleitung (aus Koordinaten berechnet oder von 
einer gemessenen Schrägstrecke abgeleitet) verschieden definiert. 

Strecke aus Koordinaten: 

si,k(K) = �(yk - yi)2 
+ CXJc - xi)2 

Strecke auf dem Ellipsoid (Bogen): 
2 

YM 
5i,k(E) = 5i,k(K) • ( l - 2.R2 ) 

Strecke auf dem �llipsoid (Sehne): 

Ei ••••• auf das Ellipsoid bezogene Höhe des Punktes Pi 

� = � • (Ei+�) 

YM = � • (y i + yk) 

• . ••• (2.13) 

••••• (2.14) 

••••• (2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

Die in Gleichung (2.15) enthaltene Horizontalstrecke si,k(�) hat man 
sich als von der gemessenen Schrägstrecke si,k(M) abgeleitet zu denken. 
Man kann aber andererseits auch von der aus Koordinaten abgeleiteten Punkt= 
entfern�g si,k(K) eine tlorizontalstrecke si,k(�) im mittleren Niveau der 
beiden �treckenendpunkte berechnen: 

2 

-
YM + �) 

2.R2 R • • • • • (2.18) 

Da bei der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen hier nur relativ 
geringe Punktentfernungen auftreten, kann der Bogen si,k(E) praktisch der 
Sehne si,k(E) gesetzt werden. Bei einer Entfernung von 10 km macht die 
Differenz 6.S. k zwischen Bogen und Sehne erst 1,0 mm aus. 

l.' 

( sin Yi,�(E)) � 
68i,k= si,k(E)- 6i,k(E)= Ri(E)" Yi,k(E)- 2 • 

- � s3 
R i,k(E) i,k(E) ( ) = ·(E)" 2 2 ••••• 2.19 :i.. 4 24 R 0 i(E) 

••••• (2.20) 

Damit für si,k(E) 
bei den durchmiführenden Reduktionen der Millimeter 

gewahrt bleibt, muß der bei der Reduktion auftretende Fehler kleiner als 
0,5 mm bleiben. In der nachfolgenden Tabelle 2 ist für verschiedene Seiten= 
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längen zusammengestellt , wie groß der maximal zulässige Höhenfehler dE 
sein darf , um die gewünschte Genauigkei t einhalten zu können. 

Bei den aus Koordinaten abgeleiteten Punktentfernungen ist die Ge= 
nauigkeit von si , k(K) eine Funktion der Genauigkeit der Koordinaten. Hier 
soll der bei der Reduktion maximal zulässige Koordinatenfehler dy angeb en, 
mit welcher Genauigkeit die mittleren Ordinaten in die Reduktion einzu= 
führen sind. Je näher man dem Mitt elmeridian eines Meridia.nstreifensystems 
kommt, um so �eniger genau braucht das yM eingeführt werden, wie die in der 
Tabelle 2 enthaltenen Spalten für die yM-Werte von 130 km, 100 km und 50 km 
z�igen. 

s(km) dE(m) 
dyin m für yM= 

130 km 100 km 50 km 

1, 0 3 , 19 156 , 54 203 , 50 407 , 01 
2 , 0 1 ,60 78 , 27 101, 75 203 , 5 0  
3 , 0 1,06 52 , 16 67, 81 135 , 63 
4 , 0  0, 80 39, 11 50, 84 101 ,68 
5 , 0  0 ,64 31, 31 40, 70 81,40 
6 ,o  0, 53 26, 11 33, 94 67, 88 
7 ,0  0, 46 22,38 29, 09 58 , 18 
8 ,o  0,40 19, 58 25 ,45 50,91 
9 , 0 0 ,35 17, 37 22, 58 45, 17 

10, 0 0 ,32 15,65 20,35 40, 70 

Tabelle 2 .  

Soll eine gemessene Schrägstrecke in die Recheµfläche reduziert werden, 
z eigt die Spalte für das zulässige dE, daß es vor allem bei etwas längeren 
Strecken notwendig sein kann, auch die Instrument- und Zielhöhen der Strek= 
kenmessung bei der Berechnung der mittleren Höhe � zu berücksichtigen, um 
die gewünschte Genauigkeit einhalten zu können. 

Wesentlich für eine richtige Redukti on der gemessenen S trecken in die 
Rechenfläche wäre außerdem die Kenntnis der ellipsoidischen Höhen E . •  In 1 
der Praxis wird allerdings im allgemeinen diese Reduktion nicht in die Re= 
chenfläche, sondern auf Meeresniveau vorgenol!llllen, da in Öst erreich kein 
ellipsoidisches Höhensystem b esteht und von den Streckenendpunkten nur die 
Gebrauchshöhen H. vorliegen, die als genäherte geoidische Höhen angesprochen . 1 
werden können. 

Es wird also im allgemeinen in der Praxis für die Streckenreduktion 
nicht die mittlere ellipsoidische Höhe � nach Gleichung (2.16) , sondern 
die falsche mittlere Gebrauchshöhe � verwendet : 

• • • • •  (2.21) 

Die vorgenommene 5treckenreduktion ist somit um den im allgemeinen 
nicht bekannten Betrag o s .  k falsch: 1, 



6s(m) 

. 
NM 

ösi,k = si,k(�'i) • R 
1 NM = 2 • (Ni + Nk) 
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Hi Gebrauchshöhe des Punktes Pi, auch Meereshöhe genannt 

(2 .22) 

N. Abstand des Geoids vom Ellipsoid im Punkt P. in Richtung der 1 1 
Ellipsoidnormalen. 

Sind also die Abstände N. des Geoids vom Ellipsoid positiv, dann 1 
werden die au:f diese Weise falsch reduzierten Strecken zu groß sein. In der 
Lageberechnung wirkt sich diese fehlerhafte Reduktion der gemessenen Strek= 
ken in die Rechenfläche in Form eines Maßstabsfehlers aus. Das numerische 
Ausmaß dieses Reduktionsfehlers zeigt das Nomogramm von Abb. 2 . 3  in Abhän= 
gigkeit von den Mittelwerten NM der nicht berücksichtigten Erhebung des 
Geoids über dem Ellipsoid. Es kann daher nux dann eine richtige Reduktion 
der gemessenen Strecken in die Rechenfläche erfolgen, wenn ein ellipsoi= 
disches Höhensystem vorliegt. 

,...-�����-,-������..,..-�����---.-���---.-��������� 
6s(m) 
0,14 

0,13 

0,14 

0,13 

0,12 

0,11 

0,10 

0,09 

0,08 

0,07 

0,05 

0,04 

0,03 

0,02 

s = 

- - - - - ; - - - - - - - - - � - - - - - - - . - '.- - - - -- -- - � - - - - - - - - - i --- - -- - - - -; - --- -- - - - .:. - . - - .. 
' . ' . ' ' ' 

' ' ' ' ... - - - - - . - � . . .. - - - - - � - - . - - - - . -� - - - - - - - - - � . . - - . - - - - -� - - - - - - - - -� . 
: : . 
' ' 

0,1:2 

0,11 
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0,09 

o,oe 

0,07 

0,06 

-----�-----. - - -:-- - - -----·:----·--···-- o, 02 

1 km 

' ' ' ' -
� �-+ -�-4 --�:-�-�j�-�--[··-······ 0,01 

' : : . : 
i : ; 
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Abb. 2 . 3  
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Diese Inkorrektheit bei der Reduktion ist natürlich auch beim umge= 
kehrten Fall vorhanden, wenn eine aus Koordinaten berechnete Strecke si,k(K) 
nach Gleichung (2.18) in das mittlere Niveau � der Streckenendpunkte re= 
duziert werden soll, z. B. für die Berechnung von Höhenunterschieden. Auch 
hier wird praktisch im allgemeinen statt der richtigen Gleichung (2.16) die 
falsche Gleichung (20 21) verwendet. Allerdings sind die Auswirkungen dieser 
fehlerhaften Streckenreduktion bei der Berechnung der Höhenunterschiede 
meist etwas geringer, ausgenommen die Steilvisuren. 

In einzelnen Fällen wäre es zweckmäßig, die Schrägentfernung zwischen 
�en Geländepunkten zu kennen. Ist nun die Schrägstrecke s. k nicht als 

1, 
elektronisch gemessene Schrägstrecke si,k(M) gegeben, muß sie aus den Ko= 
ordinaten der Streckenendpunkte abgeleitet werden. Hier kann nun die Schräg= 
strecke si,k(K ) zwischen den Punktstabilisierungen gewünscht werden oder 
die Schrägstre2ke si,k(K":r )' die unter Berücksichtigung der Instrument
und Zielhöhen dem gemessen�n Vertikalwinkel zugeordnet ist. Die nachstehend 
angeführten Formeln für die Berechnung dieser Schrägstrecken stellen eine 
für· den hier auftretenden Entfernungsbereich zulässige Näherung dar. 

Schrägstrecke aus Koordinaten zwischen den Punktstabilisierungen: 

2 
8i,k(K) • 

(l • • • • • (2.24) 

Schrägstrecke aus Koordinaten mit Berücksichtigung der Instrument
und Zielhöhen: 

Winkel y. k i, 

• • • • •  (2. 25) 

Die Winkel y. k sind wegen der bei der Auswertung der Vertikalwinkel= 
J.' 

messungen normalerweise relativ geringen Punktentfernungen sehr klein. 

Yi,k(E) • • • • •  Schnittwinkel der in die Mittelebene projizierten Ellipsoid= 
normalen durch die Geländepunkte Pi und Pk. 

Yi,k(N) • • • • •  Schnittwinkel der in die Mittelebene projizierten Tangenten 
an.die Lotlinien in den Geländepunkten Pi und Pk. 

man: 
Bildet man die Winkelsumme im Dreieck Pi-Pk-M(E) von Abb. 2 . 1, erhält 

\ i,k +) k,i = ·rr + Yi,k(E) • • • • • (2.26) 

Die ellipsoidische Zenitdistanz f i,k ka.nl'lausgedrückt werden durch: 

F · k = z. k + Ö. k + E. k )J., i, i, i, • • • • • (2. 27) 
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Gleichung (2 . 27) wird in Gleichung (2 026) eingesetzt: 

••••• (2. 28) 

oi,k Refraktionswinkel zur Zenitdistanz von Pi nach Pk 

Ei,k Lota�ichungsanteil für die Visur von Pi nach Pk 

Im Dreieck Pi-Pk-M(N) hat man die Winkelsumme: 

zi,k + oi,k + zk,i + ok,i = 1( + 'Yi,k(N) • • ••• ( 2 .29) 

Setzt man Gleichung (2 . 29) in Gleichung (2 .28) ein, erhält man: 

••••• (2. 30) 

Der auf das Ellipsoid bezogene Sch.�ittwinkel 'Yi,k(E) kann wegen der 
Kleinheit des Winkels mit hinreichender Genauigkeit so berechnet werden: 

tan 'Y .& y = 
si,k(E) 

i,k(E) i,k(E) Ri(E) 
••••• (2 .31 )  

Analog könnte 'Yi,k(N) genähert ermittelt werden aus: 

5i,k( G) 
Yi,k(N) = Ri(N) ••••• (2 . 32) 

Im allgemeinen ist jedoch weder die Seitenlänge si,k(G) auf dem Geoid noch 
�er Abstand Ri(N) bekannt, so daß Yi,k(N) auf dem Umweg über Gleichung 
( 2.3 0) berechnet werden muß� 

Will man für yi k(E) die ganze Sekunde gesichert haben, muß der 1ehler ' . cc 
s(km) zul. fR(km) 

1,0 32, 0 
2,0 16,o 
3,0 10, 7 
4,0 8,0 
5 , 0 6,4 
6,o 5,3 
7,0 4,6 
8 , 0 4,0 
9,0 3,6 

10,0 3,2 

Tabelle 3 

6Yi,k(E) kleiner als 0,5 bleiben. Um das erreichen 
zu können, genügt es, daß die Punktentfernung si,k(E) 
mit einer Genauigkeit von 5,0 m bekannt ist� eine For= 
derung, die leicht zu erreichen ist. Der Krümmungsradius 
Ri(E) muß, abhängig von der Seitenlänge, die in der ne= 
benstehenden Tabelle 3 angeführte Genauigkeit fR auf= 
weise•. Für Yi,k(E) die Zehntelsekunde gesichert zu 
haben, ist nicht notwendig, da im allgemeinen weder die 
gemessene Zenitdistanz z. k' noch der Refraktionswiztlcel 

i, 
6. k und auch nicht der Lotabweichungsanteil €. k diese 

i, i, 
Genauigkeit aufweisen. Reduziert man die gemessenen 

Zenitdistanzen auf andere Eezugspunkte, ist gleichfalls nur eill!Sekunden= 
genauigkeit zu erreichen. 

Wollte man trotzdem Yi,k(E) auf O,lcc genau haben, müßte �'Yi,k(E) 
kleiner als ·o,05cc bleiben. Dazu müßten die hier angegebenen Genauigkeits= 
forderungen um eine Zehnerpotenz erhöht werden. 



2, 5 Reduktion der Vertikalwinkelmessungen _!l.Uf andere Bezugspunkte 

Für einzelne Berechnungsvorgänge bei der Auswertung von Vertikal= 
winkelmessungen ist es Voraussetzung, daß die Hin- und Rückvisur dieselben 
Höhenbezugspunkte haben. Wo dies nicht bereits durch die Messung gegeben 
ist, müssen gegebenenfalls die gemessenen Vertikalwinkel entsprechend re= 
duziert werde�. 

P. 
/, 

Liegen elektronisch gemessene 
Schrägstrecken vor, sind im allgemeinen 
die zugeordneten Vertikalwinkelmes= 
sungen auf die Höhenbezugspunkte der 
Streckenmessung zu reduzieren. 

Der Abbildung 2.4 ist die 
folgende Beziehung zu entnehmen: 

• • • • •  (2 .33)  . 

Reduktionswinkel bei Reduktion 
der gemessenen Vertikalwinkel auf 
andere Bezugspunkte 

d. k • • ••• Instrument- und Zielhöhendifferenz 
i, 

sin f. k 1 
,!, (zk(Th) - z

k(EM) ] - [I
i(Th) - Ii(EM) J . sin

_
f�:k 

. (l-ri,k(E) "cot )i,k
)- 4 

4 [zk(Th)- z
k(EM) ] - [Ii(Th) - I

i(EM)] • 
(l + Yi,k(E) "  cot �i,k) 

• •••• (2.34) 

Der �·
aktor Yi,k(E) . cot ) i,k erreicht bei einer Seitenlänge von 10 km 

und einer Zenitdistanz von 5og einen Wert von 0, 0016. Die Differenz der 
Instrumentenhöhen.wird im allgemeinen im Dezimeterbereich bleiben, so daß 
das Glied mit diesem Faktor kaum den Betrag von 0, 2 mm überschreiten wird. 
Man kann daher genähert setzen: 

(2.3 5) 
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Instrumentenhöhe der Vertikalwinkelmessung im Punkt P. 
1 

Ii (Th) 
Ii (EM) 
Zk(Th) 
zk(EM) 

•• ••• Instrumentenhöhe der elektronischen Streckenmessung im Punkt P. 
1 

Zielhöhe der Vertikalwinkelrnessung im Punkt Pk 
Zielhöhe der elektronischen Streckenmessung im Punkt Pk 

Die auf die Höhenbezugspunkte der elektronischen Streckenmessung re= 
duzierte Zenitdistanz erhält man dann aus 

••••• ( 2.36) 

Die Rückvisur wird in analoger Weise reduziert. Hierbei ist zu be= 
achien, daß für die Rückvisur zu setzen ist: 

und 

Bis zu einer Größe des Reduktionswinkels €. k von 5oc bleibt der 
1, 

Fehler kleiner als o , 05cc, bis zu einer Größe von etwa lg kleiner als 
o,5cc, wenn man in der Gleichung (2 .33) den Sinus des Reduktionswinkels 
durch den Bogen ersetzt : 

- cc cc 
Ei,k = Q d. k 1, 

• • • • • (2 .37) 

Bei der praktischen Anwendung dieser Formeln hat man meistens noch 
nicht die ellipsoidische Zenitdistanz fi,k vorliegen, sondern nur die ge= 
messene Zenitdistanz z. k" Aus der Tabelle 4 im Unterabschnitt 2,54 ist 1, 
ersichtlich, daß in den obigen Formeln ohne wesentlichen Genauigkeitsver= 
lust die ellipsoidische  Zenitdistanz durch die gemessene Zenitdistanz 
ersetzt werden kann. 

Liegt keine gemessene Schrägstrecke vor, können die gemessenen Ve= 
tikalwinkel der Hin- und Rückvisur auf beliebige Höhenbezugspunkte redu= 
ziert werden. Es sind dann in der Instrument- und Zielhöhendifferenz d. k' 1, 
Gleichung (2 . 35h Ii(EM) und Zk(EM) durch die entsprechenden W erte zu er= , 
setzen, nimmt man z .  B .  die Punktstabilisierungen als Bezugspunkte, sind 
sie gleich Null zu setzen. 

In Gleichung (2�33) bzw . (2 .37) ist in solch einem Fall außerdem die 
gemessene Schrägstrecke si,k (M) durch die zugehörige aus Koordinaten abge= 
leitete Schrägstrecke zu ersetzen. Bezie�t man auf irgendwelche Höhenbe= 
zugspunkte, ist Gleichung ( 2 . 25) zu verwenden, bezieht man auf die Punkt= 
stabilisierungen, muß Gleichung (2 .24) eingesetzt werden. Eine wesentliche 
Voraussetzung ist allerdings, daß besonders bei kürzeren Visuren bereits 
relativ gute vorläufige Höhen bekannt sind, wie der Tabelle 5 zu entnehmen 

ist. 



- 16 -

Für die Untersuchung, wie genau die Ausgangsdaten bekannt sein müssen, 
um eine bestimmte Genauigkeit für den Reduktionswinkel e. k erhalten zu 

1, 
können, wird Gleichung (2.37) differenziert: 

cc cc 
d- cc .Q.__ · Cf ) d(d  ) .Q.__ d · C_f ) d-i::. k = - .sin. · · k-y. k(E) • · k - 2 • · k. sin · k-y. k(E) • s. k + 1, s. k i, i, 1, - 1, 1, i, 1, 

1, si,k 
cc 

+ .Q.__ • di ,k" cos (]i,k-Yi ,k(E) ) • dJi,k si ,k  
• • • • • (2.38) 

In Tabelle 4 sind die zulässigen Fehler für d. k' 
1, 

die beiden Fälle zusammengestellt, daß e. k auf o, 05cc 
1,  

s. k und z. k für 1, cc1' 
bzw. O, 5 genau 

sein soll0 Die Instrument- und Zielhöhendifferenz wurde mit d. k = 1, O m 
1, 

angenommen. Bei Berechnung der zulässigen Fehler dS. k und d( d. k) wurde 
1, 1, 

eine horizontale Visur angenommen, für den zulässigen Fehler dz. k der 
1, 

Zenitdistanz eine Zenitdistanz von z. k 5cf5. 
1, 

de = o, 05cc de = o.5cc s(km) d(d. k) ds. k dzi.k d(d. k) da. k dz. k 1. 1. 1. 1. 1. 

1 , 0  o, 08 mm 0, 079 m Oc7lcc 0 ,79 mm 0, 785 m 7c07cc 
2 , 0  0,16 mm 0,314 m lc4lcc 1 , 57 mm 3 , 142 m 14cl4cc 
3 , 0  0 ,24 mm o, 707 m 2cl2cc 2,36 mm 7 , 069 m 2lc2lcc 
4 , 0  0,31 mm 1 ,257 m 2C83CC 3 ,14 mm 12, 566 m 2a02a00 
5 , 0  0,39 mm 1, 964 m 3c54°c 3 , 93 mm 19 , 635 m 35C36CC 
6 ,0  0 ,47 mm 2 ,827 m 4c24cc 4,  71 mm 2s, 274 m 42c43cc 
7 , 0  0, 55 mm 3 , 894 m 4c95cc 5 , 50 mm 38,485 m 49°5occ 
8 , 0  o , 63 mm 5 , 027 m 5c66cc 6,28 mm 50, 265 m 56c57cc 
9 , 0  0 ,71 mm 6, 362 m 6C36CC 7 , 07 mm 63 , 617 m 63c64cc 

10, 0 o, 79 mm 7 , a54 m 7c07cc 7 ,e5 mm 7e, 540 m 7oc71cc 

Tabelle 4 

Der Tabelle 4 ist zu entnehmen, daß es im normalen Feldarbeite= 
betrieb praktisch nicht erreichbar ist, die Reduktionswinkel e. k mit 

1, 
einer Genauigkeit von o, 05cc zu erhalten, da für die Instrument- und 
Zielhöhendifferenz d. k im günstigsten Fall Millimetergenauigkeit er= 

i, 
reicht werden kann. Es ist daher bei kurzen Visuren praktisch im allge= 
meinen mit einem Fehler des Reduktionswinkels im Sekundenbereich zu rech== 
nen, wenn die Instrument- und Zielhöhen der Vertikalwinkelmessung auf 
Millimeter genau erhoben vrnrden. Eine etwa vorhandene geringere Genauig= 
keit der Instrament- und Zielhöhen der elektronischen Streckenmessung hat 
auf das Verhältnis der beiden gegenseitigen Vertikalwinkel zueinander 
keinen Einfluß, jedoch schon auf die Genauigkeit der horizontierten Strecke, 
besonders bei steileren Visuxen. 
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Der in Gleichung (2 .38) enthaltene Fehler ds. k der Schrägstrecke 
J.' 

ist von der P...rt der Schrägstrecke abhängig. Der Fehler einer elektronisch 
gemessenen Schrägstrecke ist im allgemeinen geringer, als er in Tabelle 4 
als zulässig ausgewiesen wird. Wird jedoch die aus Koordinaten und vorläufigen 
Höhen abgeleitete Schrägstrecke si,k(K ) zwischen den hmktstabilisierungen 
nach Gleichung (2. 24) verwendet, ist O zu untersuchen, mit welcher Genaui� 
keit die vorläufigen Höhen bekannt sein müssen. 
(2. 24) differenziert: 

- 1 . Ei dEi ds. k(K )= --- .[2.s. k(E)•(l+ -R--). -R - + 
1• O s.; 1' i(E) i(E) �,k 

Dazu wird die Gleichung 

2 .  (Bk-Ei). (�-dEi)] 

• • ••• (2. 39) 

Für diese Genauigkeitsuntersuchung ist praktisch nur das zweite Glied 
von Gleichung (2 . 39) von Bedeutung. In der nachstehenden Tabelle 5 ist für 
verschiedene Höhenunterschiede die benötigte Genauigkeit des Höhenunter= 
schiedes zusammengestellt, um die in Tabelle 4 ausgewiesenen zulässigen 
Streckenfehler ds. 

k einhalten zu können. 
i, 

Tabelle 5 a: dE = o,05cc 

s(km) 
d(.6.E) in m für AE = 

500 m 1000 m 1500 m 2000 m 2500 m 3 000 m 3 500 m 

1,0 o,oe 0,04 • . • . • 
2,0 0,63 0,31 0,21 0,16 . . � 
3,0 2,12 1,06 0,71 o, 53 0,42 0,3 5  .. 
4,0 5,03 2,51 1,68 1,26 1,01 0,84 0,72 
5,0 9,82 4,91 3,27 2,45 1,96 1,64 1,40 
6,o 16,96 8,'18 5,66 4,24 3,39 2,83 2,42 
7,0 26,94 13,47 8,98 6,73 5,39 4,49 3,85 
8,0 40,21 20,11 13,40 10,05 8,04 6, 70 5,74 
9,0 57,26 28,63 19,09 14.,31 11,45 9,54 8,18 

10,0 78,54 39,27 26,18 19,64 15,71 13,09 11,22 

Tabelle 5 b: dE = o,5cc 

1,0 0,79 0,39 . . . . . 
2,0 6,28 3,14 2,10 1,57 . . . 
3,0 21,21 10,60 7,07 5,30 4,24 3,53 • 
4,0 50,26 25,13 16,76 12,57 10,05 8,38 7,18 
5,0 98,18 49,09 32,72 24,54 19,64 16,36 14,02 
6,o 169,64 84,82 56,5 5  42,41 33,93 28,27 24,24 
7,0 269,40 134,70 89,80 67 ,35 53,88 44,90 38,48 
8,0 402,12 201,06 134,04 100, 53 80,42 67,02 57,45 
9,0 572,55 286,28 190,85 143,14 114,51 95.43 81,79 

10,0 785,40 392,70 261,80 196,35 157 ,08 130,90 112,20 

Für kürzere Visuren müssen also bereits relativ genaue vorläufige 
Höhenunterschiede gegeben sein, wenn fill' die Reduktion der gemessenen 
Vertikalwinkel auf die Punktstabilisierungen die Schrägstrecke si,k(KO) 
mit entsprechender Genauigkeit vorliegen soll. 
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HÖHENSYSTE:ME 

Allgemeines 

Um die im Rahmen dieser Arbeit aufgezeigten Auswirkungen der bei der 
bisher üblichen Art der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen und der Re= 
duktion der elektronisch gemessenen Schrägstrecken gemachten Vernachlässi= 
gungen vermeiden zu können, erscheint am zweckmäßigsten die Lösung, daß 
man von dem in Österreich in Verwendung stehenden Gebrauchshöhennetz ab= 
geht und an dessen Stelle zwei getrennte Höhensysteme aufbaut, ein geoidi= 
sches Höhensystem für all jene Zwecke, für die die auf das Geoid bezogenen 
Meereshöhen von Bedeutung wären, und außerdem ein ellipsoidisches Höhensystem 
für alle Berechnungen, bei denen gemessene Strecken für die Lageberechnung 
nutzbar gemacht werden sollen� 

Es sollen daher in dieser Arbeit grundsätzlich drei verschiedene 
Arten von Höhen unterschieden werden: 

a) Ellipsoidische Höhen, Bezeichnung Ei. 
b) Geoidische Höhen, Bezeichnung Gi. 
c) Gebrauchshöhen, Bezeichnung H.� 

l. 

Die in Abbildung 2.1 dargestellten Abstände Gi(E) der Punkte Pi vom 
Geoid in Richtung der Ellipsoidnormalen können durch die auf das Geoid be= 
zogenen Höhen Gi(G) ausgedrückt werden: 

2 Gi(G) · � 2 .!! ( e:i k) ( ) Gi(E) = = G. (G) • 1 + tan e:. k - Gi(G). 1 + f . . . . . 3.1 cos e:i,k l. 
i, 

Hier ist insofern bereits eine weitere Näherung enthalten, als streng 
genommen Gi(G) die auf das Geoid bezogene Höhe des Punktes Pi ist, gemessen 
entlang der gekrümmten Lotlinie, während in Abbildung 2. 1 unter Gi(G) jener 
Abstand des Punktes Pi vom Geoid verstanden wird, der entlang der Tangente 
an die Lotlinie im Punkt Pi gemessen wird. 

Nimmt man einen in dem Normalschnitt wirksamen Lotabweichungsanteil 
von e:i,k = 2c & 11 und eine Meereshöhe von Gi(G) = 4000 m an, also Ex= 
tremwerte, die praktisch in Österreich kaum erreicht werden, erhält man 
aus Gleichung ( 3 .1) zwischen Gi(G) und Gi(E) eine �ifferenz von nicht ganz 
0,2 llllll. Man kann daher den Abstand Gi(E) genähert gleich der Höhe Gi(G) 
setzen und durch die allgemeinere Bezeichnung Gi ausdrücken: 

(3.2) 

In analoger Weise kann mit noch größerer Berechtigung für d�e Abstände 
N. des Geoids vom Ellipsoid diese Näherung eingeführt werden, da sie wesent= 

l. 
lieh kleiner als die Höhen Gi sind. 
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Die auf' das Ellipsoid bezogenen Höhen Ei lassen sich nach Abb. 2 .1  
darstellen als 

E. = G .  + N . 
l. l. l. • • • •

• 
( 3 .3 )  

D a  m an  die Gebrauchshöhen genähert als nahezu geoidische Höhen be= 
zeichnen kann, also 

H !: G .  i l. 
• • • • • (3 .4) 

annehmen kann, kann man -gleichfalls als Näherung folgende Beziehung 
gelten lassen : 

• •
• • •  (3 . 5) 

Man hat daher auch folgenden Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Arten von Höhenunterschieden: 

L:i.Ei , k  = � -
Ei 

Gk + Nk - Gi 

� Hk + Nk - Hi 

3 ,2  Gebrauchshöhen 

- N .  = t:,,G .  k + .6N . k l. i ,  i, 

- N .  = Lill . k + LSN .  k l. i ,  i, 
. . . . . 

(3 .6) 

(3 .7) 

( 3 .8) 

D a s  System der österreichischen Gebrauchshöhen kann nach der Art der 
Höhen streng genommen nicht eindeutig klassifiziert werden, es stellt ein 
Mischsystem dar. Die Grundlage bildet das österreichische Präzisionsnivel= 
lement, über dessen Entstehung MITTER in [54] und ULBRICH in [66 ] genauere 
Angaben machten. Im Prinzip wurde das österreichische Präzisionsnivellement 
ohne Berücksichtigung der vo rhandenen Schweremessungen einer sphäroidischen 
Reduktion unterzogen. Außerdem wurden auch verschi edene Spannungen auf' ein= 
zelne Linien auf'geteilt. 

Die Linien des Präzisionsnivellements wurden durch nachgeordnete Ni= 
vel lements ergänzt und verdichtet, an die überhaupt keine Reduktion ange= 
bracht worden ist. 

Im Zuge der Messungen für beide Arten von Nivellementlinien wurden die 
in der näheren Umgebung der einzelnen Linien liegenden Triangulierungspunkte 
angeschlossen. Im Rahmen von Triangulierungsarbeiten wurden zusätzlich noch 
für weitere Triangulierungspunkte Nivellementanschlüsse durchgeführt. 

Diese Triangulierungspunkte mit Nivellementanschluß bilden die Grund= 
lage für die durch Auswertung der Vertikalwinkelmessungen erfolgte trigo= 
nometrische Verdichtung des Höhennetzes. 
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Später stabilisierte und beobachtete Nivellementlinien wurden in dem 

bereits bestehenden trigonometrischen Höhennetz in der Art berücksichtigt, 

daß die Triangulierungspunkte in der näheren Umgebung dieser Linien höhen= 

mäßig nachgezogen wurden. Dazu wurden im Vordruck fü:r die Ausgleichung der 

Meereshöhen die betroffenen Punkte nach Einführen der neuen Nivellementhöhen 

noch einigen zusätzlichen Iterationen unterzogen. 

Bei der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen wurde bis auf wenige 

Ausnahmen der durch Gleichung (1.1) definierte Refraktionskoeffizient nach 

HARTL verwendet.  Außer der Berücksichtigung der Erdkrümmung wurde sonst 

keine weitere Reduktion angebracht. 

Es sind also bereits die Nivellementhöhen keine echt geoidischen Höhen. 

Dies en Nivellementhöhen sind nun aus Vertikalwinkelmessungen abgeleitete 

Höhenunterschiede aufgepfropft, die zwar keine ellipsoidischen Höhenunter= 

schiede darstellen, aber auch keine echt geoidischen Höhenunterschiede sind, 

am wenigsten in j enen Fällen, wo nur einseitige Höhenunterschiede vorlagen. 

Man kann aber auch das Mittel der Höhenunterschiede aus Hin- und Rückmessung 

im allgemeinen nur bedingt als genäherten geoidischen Höhenunterschied anse= 

hen, vor allem im Bergland bei Steilvisuren, da die Höhenunterschiede fast 

ausschließlich nur aus Horizontalstrecken abgeleitet wurden, die aus der 

vorher durchgeführten Lageberechnung stammen. 

Man kann daher das österreichische Gebrauchshöhennetz nur sehr bedingt 

als ein System geoidischer Höhen bezeichnen. Auf keinen Fall stellt es aber 

ein ellipsoidisches Höhensystem dar, wie man es für die Reduktion der für 

die Lageberechnung benötigten Strecken zu verwenden hätte. 

3,3 Geoidisches Höhensystem 

Fü:r den Aufbau eines Systems geoidischer Höhen wäre es günstig, von 

j enen Punkten des Präzisionsnivellements auszugehen, die im Rahmen der Aus= 

gleichung des REUN-Honennetzes bereits höhemnäßig festgelegt worden sind, 

so weit sie für das öst erreichische Bundesgebiet von Bedeutung sind. 

Auf diese Ausgangspunkte bezogen wären die vorliegenden neueren Mea= 

sungen des Präzisionsnivellements ,  entsprechend reduziert unter Verwendung 

der gleichfalls bereits vorliegenden Gravimetermessungen, neu auszugleichen. 

Damit erhielte das österreichische Höhennetz eine moderne Grundlage und 

wäre gleichzeitig an das internationale REUN-Höhensystem angeschlossen. 

Nach Ausgleichung der Linien des Präzisionsnivellements wären auch 

alle Linien der nachgeordneten Nivellements in das neue Höhensystem einzu= 

beziehen und somit neu auszugleichen. Dazu wäre es für einz elne Linien, 

wie z .  B. für das Technische Nivellement über den Felbertauern, notwendig, 
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Gravimetermessungen durchzuführen, um auch diese Nivellementhöhen ent= 

sprechend reduzieren zu können. In den meisten Fällen wird dies j edoch 

nicht notwendig sein. 

Durch die Nivellementa.nschlüsse, die bei einer großen .Anzahl von 

Triangulierungspunkten vorhanden sind, werden die geoidischen Höhen auch 

in das Festpunktfeld übertragen. Durch eine entsprechende Art der �US= 
wervQng können von den vorliegenden Vertikalwinkelmessungen genäherte ge= 

oidische Höhenunterschiede abgeleitet werden, so daß dadurch das geoidi= 

sehe Höhensystem voll und ganz auch auf das Festpunktfeld ausgedehnt wer= 

den kann. 

3 ,4 Ellipsoidisches Höhensystem 

Als Grundlage für alle Berechnungen, wo Höhen, Höhenunters chiede 

oder Vertikalwinkelmessungen für die Lageberechnung von Bedeutung sind, 

müßte ein rein ellipsoidisches Höhensystem aufgebaut werden. 

Eine Voraussetzung für den Aufbau eines Systems von ellipsoidischen 

Höhen ist das Vorhandensein eines echt geoidischen Höhensystems. Dazu müßte 

weiters über den Bereich des österreichischen Bundesgebietes ein ganses 

Netz von astronomisch-gravimetrischen Nivellements gelegt werden. Im Flach= 

land, wie vor allem im Osten von Österreich, könnte dieses Netz etwas weit= 

maschiger sein. Es müßte aber umso enger werden, j e  mehr man sich den ge= 

birgigen Landesteilen nähert. 

Die durch das astronomisch-gravimetrische Nivellement bestimmten Punkte 

sollten nach Möglichkeit Nivellementanschluß haben. Es bietet sich daher an, 

die astronomisch-gravimetrischen Nivellements entlang der einzelnen Nivelle= 

mentlinien zu legen. Nun könnte man die Verbindung zwischen dem geoidischen 

und dem ellipsoidischen Höhensystem herstellen. Aus dem geometrischen Nivel= 

lement wäre die geoidische Höhe Gi bekannt ,  die Abstände Ni des Geoids vom 

Ellipsoid könnte man dem astronomisch-gravimetrischen Nivellement entnehmen 

und es ergäbe sich somit aus Gleichung (3.3) die ellipsoidische Höhe des 

betreffenden Punktes . 

Die so abgeleiteten Punkte mit ellipsoidischen Höhen stellen nun die 

eigentliche Grundlage für den Aufbau des gesamten ellipsoidischen Höhen= 

systems dar. 

Eine weitere notwendige Voraussetzu...�g für den Aufbau eines ellipsoi= 

dischen Höhensystems ist die Kenntnis der Lotabweichungen für eine relativ 

große Anzah+ von Punkten. Für die l?unkte des astronomisch-gravimetrischen 

Nivellements können auch gleichzeitig die Lotabweichungen ermittelt werden. 

Darüber hinaus müßten aber für eine möglichst große .Anzahl weiterer Fest= 

punkte, besonders im gebirgigen Teil von Österreich, aus astronomischen 
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Messungen Lotabweichungen abgeleitet werden. Für den Rest der Festpunkte 
erscheint es als zweckmäßig, die Lotabweichungen in auf das Geoid redu= 
zierter Form durch Interpolation zu ermitteln und anschließend durch B e=  
rücksichtigung der Lotkrümmung in die Niveauflächen durch die Beobachtungs= 
standpunkte zu bringen. Eine rechnerische Ermittlung der fehlenden Lotab= 
weichungen gemeinsam mit der Berechnung von Refraktionsänderungen im Rahmen 
eines Ausgleichungsverfahrens kann in der Praxis vielfach nur grobe Nähe= 
rungswerte ergeben. 

Für den Großteil des Bundesgebietes wird es möglich sein, die bereits 
vorhandenen Vertikalwinkelmessungen für die Berechnung der ellipsoidischen 
Höhenunterschiede heranzuziehen. Die vorhandenen Vertikalwinkelmessungen 
können somit also sowohl für die Berechnung von geoidischen als auch für 
die Berechnung von ellipsoidischen Höhen herangezogen werden, allerdings 
nach unterschiedlicher Reduktion. Vorerst müßten die Berechnungen im ellip= 
soidischen Höhensystem durchgeführt werden, wo nach Berücksichtigung der 
Lotabweichungseinflüsse  die restlichen Refraktionseinflüsse durch ein Aus= 
gleichungsverfahren ermittelt werden könnten. Nach Berechnung der ellips0= 
idischen Höhen könnte eine Auswertung im geoidischen Höhensystem erfolgen. 

Die Gegenüberstellung der ellipsoia.ischen und geoidischen Höhen würde 
schließlich gleichsam als Nebenprodukt eine detaillierte Beschreibung des 
Geoids in Österreich ermöglichen. 
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HORIZONTIERUNG SCHRÄG G.EMESSElifER STRECKEN 
= -= = = == = = = == = = === = === = = == = = == = = = = = == ====== 

Horizontierung unter Verwendung von Vertikalwinkelmessungen 

Die elektronisch gemessenen Schrägstrecken werden im allgemeinen 
mit Hilfe von Vertikalwinl,elmessungen horizontiert. Die gemessenen Ver= 
tikalwinkel sind, falls dies nicht bereits von der Messung her gegeben 
ist , nach Unterabschnitt 2 , 52 auf die Höhenbezugspunkte der elektronischen 
Streckenmessung zu reduzieren. 

Aus dem Dreieck Pi-Pk-Pk(i) in der Abbildung 2 .1 kann nach dem SinuS= 
satz die Beziehung zwischen der gemessenen Schrägstrecke si , k(M) und der 
horizontalen Strecke s . k( · ) im Niveau des Punktes P .  abgeleitet werden. . i, J. J. 
Analog erhält man aus dem Dreieck Pk-Pi-Pi (k) die horizontale Strecke i.!lL 
Niveau des Punktes Pk: 

sin f k . 
• J. 

'Yi, k(E) cos 2 

sin { . k i. 

'Yi, k(E) cos 2 

• • •  � .  (4.1) 

• • • • •  (4.2) 

Die horizontale Strecke si , k(1:M) im mittleren Niveau der Punkte Pi 
und Pk ist dann als Mittel der horizontalen Strecken si , k(i) und si,k(k) 
gegeben, woraus � nach einigen Umformungen erhält: 

5i, k(�) = si , k(M) • cos % . C(k ,i  - f i , k) 

Führt man Gleichung (2�26) ein, wird daraus 

• sin 

• • • • •  (4.3)  

• • • • •  (4.4)  

4, 2  Horizontierung ohne Verwendung von Vertikalwinkelmessungen 

Will man eine von der Vertikalwinkelmessung unabhängige Reduktiona= 
formel haben, wendet man au:f die Dreiecke Pi-Pk-Pk(i) und Pk-Pi-Pi(K) in 
der Abbildung 2 .• 1 den Kosinussatz an, wobei zu berücksichtigen ist ,  daß 
die Strecken Pk(i) -Pk und Pi-Pi ( k) mit dem ellipsoidischen Höhenunterschied 
6.Ei , k  identisch sind� Man erhält so folgende Gleichungen für si , k(i) und si , k(k) : 

si , k(i) = - 6E. k i, 

si, k (k) = ... 6E. k J. '  

. 'Yi2k(E) . sin 2 

. 'Yi2 k{E) .sin 2 

f 2 2 2 'Yi , k(E) 
+ si , k(M) ::-6Ei,k" cos 2 

- 2 � 2 + si , k(M) i, k. cos 'Yi2 k(E) 
2 

. . . . . (4. 5) 

. . . . . (4. 6) 
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Das Mittel aus den Gleichungen (4. 5) und (4 .6) ergibt die horizontale 
Strecke si ,k(�) iID mittleren Niveau der Punkte Pi und Pk: 

- 2 2 2 Yi,k(E) si,k(M)- [�+ zk(EM) - Ei- 1i(EM) ] • cos 2 ( 7) • • • • • 4 .  
Es darf hierbei nicht übersehen werden, daß die Instrument- und Ziel= 

höhe der Streckenmessung in den Höhenunterschied einzubeziehen sind. 

In dem hierbei auftretenden Entfernungsbereich bis etwa 10 km kann 
man als Näherung 

setzen. Damit wird Gleichung (4.7) zu 

si ,k(�) 4 �si�k(M) - [L:>Ei, k - (Ii (EM) 
2 

- zk(EM) ) ] 

• ••• • (4. 8) 

• • • • • (4.9)  

Bei einer Streckenlänge von 10 km begeht man bei Anwendung der ge= 
näherten Gleichung (4�9)  gegenüber der Gleichung (4.7) folgende Strecken= 
fehler: 

L:>E = 1000 m 
.6.E = 2000 m 
l:>E = 3000 m 

D.s = 
D.s = 

D.s = 

O,l mm 

0, 5 mm 

1,1  mm 

Man kann also in der Mehrzahl der Fälle die Gleichung (4.9) als 
praktisch hinreichend genau betrachten. 

Für diese Art der Streckenreduktion muß allerdings vorausgesetzt 
werden, daß der ellipsoidische Höhenunterschied L:>E. k mit entsprechender 1,  
Genauigkeit bekallllt ist . 

4,3 Fehlergrenzen für horizontierte Schrägstrecken 

Kann eine elektronisch gemessene Schrägstrecke mit mehr als einem 
Vertikalwinkel horizontiert werden, z .  B• mit der Zenitdistanz der Hin= 
messung und j ener der Rückmessung, müssen die so mehrfach errechneten 
Horizontalentfernungen die nachstehende Fehlergrenze erfüllen: 1 ( 1) (2) 1 < (1) si ,k(�) - si,k(�) = Fs = 

c 

3 2 [ 2 . 2 - 2 2 (1) 2] ( ) • m- • s1n z. k+ si ,k(M) " cos z1 .. , k. cc • •••• 4. 10 
6i , k(M) 1'  Q 

Diese Fehlergrenze kann man aus der Gleichung (4.4) ab leiten. 

Ist hingegen eine horizontierte Strecke aus Gleichung (4.4) mit einer 
horizontierten Strecke aus Gleichung (4.9) zu vergleichen, hat man die 

folgende Fehlergrenze zu verwenden: 
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cc 
. 2 2 - 2 2 mJ 2 s111 zi ,k • m- + si , k (M) . cos z .  k• (--) + 

- 2 si,k(M) 2 
+ m- + 2 s

i , k(M) si , k (�1) 

2 6E. k 
1 ,  

2 
si , k(�) 

2 

si , k (M) i ,  
Q

cc 

• m.tJ� (4.ll) . . . . .  
"i , k 

Der mittlere Streckenfehler m- ist entsprechend dem verwendeten si , k (.ll) S treckenmeßgerät anzunehmen. 

Die mittleren Fehler mf und ml>E werden später abgeleitet. 

4, 4 · Fehler in der horizontalen Strecke bei konventioneller Berechnung 

Bisher wurde in der Triangulierungsabteilung bei der Horizonti erung 

elektronisch gemessener S chrägstrecken unter Verw endung von Vertikalwinkel= 

messungen der durch Gleichung (101) definierte einheitliche Wert für d€n 

Refraktionskoeffizienten verwendet und außerdem das Vorhandensein von Lot= 
abweichungen nicht b erücksichtigt .  Wurden zur Horizontierung von S trecken 

Hb"henunterschiede herangezogen, so waren dies keine ellipsoidischen Höheni= 

unterschiede, wie dies notwendig wäre, sondern Höhemmterschi ede aus Ge= 

brauchshöhen, also grob genäherte geoidische Höhenunters chiede. 

Diese Vernachlässigungen sind im Flachland und im B ergland bei Schräg= 

strecken mit nur geringer Visurneigung praktisch bedeutungslos, da sich 

dadurch im allgemeinen nur sehr geringe Auswirkungen auf die horizontierten 

Strecken ergeben werden. Hier wird sich in der Hauptsache nur ein Maßs taba= 

fehler einstellen, der umso größer sein wird, j e  weiter �an vom Triangu= . 

lierungshauptpunkt weg ist. Durch die dritte Ausgleichung des österreichi= 

sehen Netzes erster Ordnung kann erwartet werden, daß sich im Trianguli e= 

rungshauptpunkt Hermannskogel eine Kippung des Bezugs ellipsoides in seiner 

durch das Gebrauchsnetz definierten Lage gegenüber der aus der Ausgleichung 

resultierenden mittleren Lage in Bezug auf das Geoid ergibt .  Wi e bereits 

im Abschnitt 2 , 3  erwähnt wurde, wird bei der RedUktion einer S trecke auf 

Meeresniveau die im allgemeinen „unbekannte Differenz zwischen Geoid- und · 

Ellipsoidhöhen vernachlässigt� 

Vol l  und ganz wirken sich hingegen die Unterschi ede zwischen Gebrauchs= 

höhen und ellipsoidischen Höhen und die v ernachlässigten Refraktionsanoma= 

lien und die Lotabweichungen im Bergland und bei steileren Visuren aus . 

Bei einer S treckenreduktion mittela Vertikalwinkel ist bereits bei 
Visurnei gungen von etwa l üg Vorsicht geboten. Man muß sich dabei überlegen, 

auf welche Weis e  die Einflüsse der Refraktionsanomalien und der Lotabwei= 

chungen berücksichtigt bzw. ausgeschaltet werden können. 
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Reduziert man die gemessenen Schrägstrecken ohne Vertikalwinkel 
allein mit Höhenunterschieden, muß man sich darüber im Klaren sein, daß 
hiefür streng genommen nur ellipsoidische Höhenunterschiede verwendet 
werden dürfen. Verwendet man, wenn man keine ellipsoidischen Höhenunte= 
schiede hat, aus den vorhandenen Gebrauchshöhen abgeleitete Höhenunter= 
schiede, darf man sich nicht wundern, wenn man in der Lageberechnung zu= 
sätzliche Spannungen erhält.  Wie das Beispiel in [73 ] zeigt, können zwi= 
sehen diesen beiden Arten von Höhenunterschieden Differenzen von einigen 
Dezimetern auftreten, was sich bei Steilvisuren bis zum vollen Betrag 
dieser Differenzen auf die horizontierte Strecke auswirken kari..n. 

Nimmt man nun an, daß das Gebrauchshöhennetz geoidischen Höhen sehr 
nahe kommt, ist der Unterschied eines daraus abgeleiteten Höhenunter= 
schiedes gegenüber dem streng ellipsoidischen Höhenunterschied durch die 
Differenz (Nk - Ni) gegeben. Durch Differenzieren der Gleichung (4.9)  kann 
man den Streckenfehler Ll.S���(E.,) 

ableiten, der sich daraus ergibt, wenn 
die Differenz (Nk - Ni) vernacftlässigt wird: 

• • • • •  (4.12) 

Dieser Streckenfehler kann genähert ausgedrückt werden durch 
(N) ( ) L!.si , k(�) � - cot zi , k  � Nk - Ni 

Diese Beziehung ist in Abbildung 4�1 für verschiedene Werte von L::.N" . k i, 
dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, daß die hier dargestellten Strek= 
ken:f'ehler unabhängig von der Streckenlänge sindl 

Für die Streckenreduktion unter Verwendung der gemessenen Vertikal= 
winkel kann man, ausgehend von Gleichung (4.4) , den durch Vernachlässigung 
der Lotabweichung entstehenden Streckenfehler .0.si��( ) als Differenz 
zwischen einer richtig reduzierten S trecke und einer�orizontierten Strecke 
ohne Berücksichtigung der Lotabweichung darstellen: 

In der Abbil_dung 4.2  wurden :für e:i , k  bis 60cc und für Höhermnterschiede 
bis 3000 m die Streckenfehler durch Vernachlässigung der Lotabweichung bei 
der Horizontierung der gemessenen Schrägstrecken da:tgestellt. 
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Wurde für die Refraktion nur ein Standardwert verwendet, steckt der 
durch die Refraktionsa.i"omalie verursachte Fehler gleichfalls in dem Winkel 
s .  k von Gleichung (4�14)  drinnen. Es kann daher die Abbildung 4.2 glei= l. '  
chermaßen die Auswirkung der fehlerhaften Erfassung der Refraktion auf die 
horizontierte Strecke darstellen. Auch hier sei darauf hingewiesen, daß 
die dargestellten Streckenfehler unabhängig von der Streckenlänge sind! 

Die beiden Abbildungen l . l  und 4. 2  zeigen deutlich, daß bei beiden 
Arten der Streckenhorizontierung durch die bei der konventionellen Art 
der Berechnung bedingten Vernachlässigungen vor allem bei Steilvisuren 
beträchtliche Fehler in die horizontierten Strecken kommen können, die 
sich dann als zusätzliche Spa."'Ulungen in der Lageberechnung auswirken. 

Für gemessene Schrägstrecken mit stärkerer Visurneigung kann man 
also nur dann richtig horizontierte Strecken erwarten, wenn nach ent= 
sprechender Berücksichtigung der Refraktionseinflüsse und einer Einbe= 
ziehung von teilweise astronomisch ermittelten Lotabweichungen eine 
strenge Ermittlung von ellipsoidischen Höhenunterschieden erfolgt. 

Die Auswirkung der Vernachlässigung der Lotabweichungseinflüsse bei 
der Horizonti erung gemessener Schrägstrecken soll zusätzlich noch an einem 
angenommenen Beispiel gezeigt werden. Nimmt man eine gemessene Schräg,atrecke 
s1 ,2 (M) = 3100, 000 m an, ftir die bei richtiger Horizontierung s1, 2 ( ) 
= 30009 000 m ist, erhält man die vollständig reduzierten Zenitdistanz!M 
f1 2 = 83g80cl0924cc und für die Rückvisur J2 l = 116g22c89, 14cc, da 

' , 
unter der Annahme von R

(E) = 6 379 409 m der Zentriwinkel Yl,Z(E) = 

= Og02c99 ,38cc ist� 

Für die Lotabweichungen bei der Hin- und Rückvisur werden verschiedene 
Annahmen getroffen. Das Ergebnis der daraus resultierenden Horizontalstrecken 
und Höhenunterschiede ist in Tabelle 6 zusammengestellt. Die durch die Lot= 
abweichungen s1 ,2  = s2 ,1  = 0 gekennzeichnete erste Doppelzeile ergibt die 
Sollwerte, mit denen die Ergebnisse der weiteren Varianten zu vergleichen 
sind. Die Sollwerte entstünden, wenn man die angeführten Lotabweichungen 
berücksichtigte, die Istwerte stellen das Ergebnis bei Vernachlässigung d�r 

Lotabweichungen dar� 

In einer eigenen Spalte ist das Mittel der horizontierten Strecke aus 
Hin- und Rückmessung ausgewiesen, ebenso auch die Abweichung dieses Mittels 
g_egenüber dem Sollwert. Vor allem dieses l::.S zeigt deutlich, daß durch die 
Mittelung die durch Vernachlässigung der Lotabweichung entstehenden Fehler 
nur in Ausn�efällen beseitigt werden uhd zwar nur dann, wenn bei beiden 
Streckenendpunkten die Lotabweichungen gleich groß sind und auch dasselbe 
Vorzeichen haben. Doch ist bei einer stark geneigten Visur gerade dies in 
der Praxis am wenigsten zu erwarten� 



t:l , 2  

22 1 ' 
cc 

0 
0 

zl, 2+<\, 2
- � 

z2 1
+62 1- � ' ' 

g c cc 

83 78 60, 55 
116 21 39 ,45 

sl 2ii ' or 
s2 � ' or 

m 

3 000, 0000 
3000, 0000 

- 3 0  -

L'.J:[l 2 
�ttel 6Mittel �ttel 

' 
6H2

·
1 ' 

m mm m m 

3000, 0000 + 781, 0250 
781 , 0250 . - 781, 0250 

+ 30cc 
30cc 83 78 30, 55 2999 , 9632 3000, 0000 o, o + 7s1, 1663 781, 0250 + 116 21 09 ,45 3000, 0368 - 780, 8836 

+ 3occ 

3occ 83 78 30, 55 2999, 9632 2999, 9632 + 3 6, 8  + 781, 1663 781, 1663 - 116 21 69 ,45 2999 ,9632 - 781, 1663 

+ 3occ 

15
cc 83 78 30, 55 2999, 9632 2999, 9908 + 9 , 2  + 781, 1663 781, 0603 

+ 116 21 24,45 3 000, 0184 - 7eo, 9543 

+ 30cc 
- l5cc 83 78 30, 55 2999 , 9632 2999, 9724 + 27 , 6  

+ 781, 1663 781 ,1310 116 21 54, 45 2999, 9816 - 781, 0956 

- 30cc 

3occ 83 78 90, 55 3 000, 03 68 3 000, 0368 - 3 6 , 8  + 780, 8836 780, 8836 
+ 116 21 09, 45 3 000, 0368 - 780,8836 

- 30cc 

3occ 83 78 90, 55 3000, 0368 3 000, 0000 o, o + 780, 8836 781 , 0250 - 116 21 69,45  2999, 9632 - 781, 1663 . 

- 3occ 

+ 15cc 83 78 90, 55 3000, 0368 3 000, 0276 - 27, 6  
+ 780,8836  780,9190 116 21 24,45 3 000, 0184 - 780t 9543 

- 30cc 

15cc 83 78 90, 55 3 000, 0368 3000, 0092 9 , 2  + 780, 8836 780,9896 - 116 21 54,45 2999 ,9816 - - 7e1, 0956 

Tabelle 6 

Man kann aber andererseits der Tabelle 6 auch entnebmen, daß die Tat= 
sache, daß die horizontierte Strecke aus Hin- und Rückmessung den selben 
ßetrag hat, noch keine Gewähr dafür bietet, daß zufolge der Vernachlässi= 
gung der Lotabweichungen der Mittelwert auch richtig ist. 

Unter der Annahme der in der ersten Spalte von Tabelle 6 ausgewiesenen 
Lotabweichungen ergibt das Mittel aus den Höhenunterschieden von Hin- und 
Rückmessung praktisch mit hinreichender Genauigkeit den geoidischen Höhen= 
unterschied. In der ersten Doppelzeile ist dieser identisch mit dem ellip= 
soidischen Höhenunterschied für alle Varianten. Auch hier sieht man deutlich, 
daß nur dann, wenn die Lotabweichungen an beiden Visurendpunkten gleich groß 
sind und auch gleiches Vorzeichen haben, das Mittel der Höhenunterschiede 
von Hin- und Rückmessung identisch mit dem ellipsoidischen Höhenunterschied 
ist. Es darf also nur in diesen Fällen der so ermittelte Höhenunterschied 
für die Horizontierung der gemessenen Schrägstrecken verwendet werden. Wie 
aber vorher schon erwähnt wurde, kann gerade bei stark geneigten Visuren 
dieser Fall am wenigsten erwartet werden. 
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ELLI.PS OIDISCHE HÖHJOOJNTERS CHIEDE AUS VER.TIKA.LWINKELMESSUNGEN 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = � = = = = = ================================= 

Höllenformel mit gemessener Schrägstrecke 

Liegt eine elektronisch gemessene Schrägstrecke vor, sind die 
gemessenen Vertikalwinkel ,  wenn dies nicht bereits durch die Messung 
gegeben ist ,  nach Unterabschnitt 2 , 52 auf die Höhenbezugspunkte der 
Streckenmessung zu reduzieren� 

Wendet man auf das �reieck Pi-Pk-Pk(i) in der Abbildung 2 .1  den 
Sinussatz an, erhält man unt er Berücksichtigung von Gleichung (2 .26) 

• • •  0 Cl (5.1) 

5, 2  Höhen:formel mit horizontaler Strecke 

Sind keine gemessenen Schrägstrecken vorhanden, muß man mit den aus 
Koordinaten abgeleiteten horizontalen Strecken si,k (�) die Berechnung der 
Höhenunterschiede durchführen. Die zugehörige Höhenformel erhält man, indem 
man in Gleichung (5 01) die gemessene Schrägstrecke si ,k(M) mit Hilfe von 
Gleichung (4.4) in die horizontale Strecke si ,k(�) verwandelt: 

�i,k(�) 

Yi,k(E) 
2 cos 

5 , 3  Mittlerer Fehler eines Höhenunterschiedes aus  Vertikalwinkelmessungen 

Der mittlere Fehler eines aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten 
Höhenunterschiedes ist davon abhängig, ob der Höhenunterschied nach Glei= 
chung ( 5 . 1) mit einer gemessenen Schrägstrecke berechnet worden ist oder 
nach Gleichung (5 .2 )  mit einer horizontalen Strecke. 

Bei Höhenunterschieden aus gemessenen Schrägstrecken wird Gleichung 
( 5 .1) differenziert, Gleichung (2.27) wird eingeführt und dann wird der 
Übergang auf mittlere Fehler durchgeführt: 

( cc) 2 ( cc) 2 - 2 
2 2 ' 2 - 2 . 2 ' mz + m,s- si,k(M) mA.,., =  cos z .  k.m + s .  k('[) . sin z .  k" [  2 + 2 U"' 1, _ s 1, "' 1, ( cc) 4 R Q • i (E) 

' 2 ] 2 
·� + m(I-Z) 

(5.3)  

Bei horizontalen Strecken erfolgt der gleiche Vorgang, ausgehend von 
Gleichung (5 02 ) :  
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2 
( cc) 2 ( cc) 2 2 mt>E = 2 2 si , k(F:M) 

cot z .  k.m + 4 i,  s . sin z .  k i, 

mz + m1- + Yi,k(E) 2 2 2 .[ cc 2 (2. sin z . ) . �] + m(I-Z) (Q ) i , k -

Die Gleichungen ( 5 � 3 )  und (5.4) können in einer Näherungsformel zu= 
sammengefaßt werden. Das erste Glied ist in beiden Gleichungen bei hori= 
zontalen Visuren gleich Null und wirkt sich nur bei S teilvisuren aus . Es 
soll hier vernachlässigt werden� Das zweite Glied wird für beide Gleichun= 
gen vereinfacht zusammengefaßt, das letzte Glied ist in beiden Gleichungen 
identisch und wird unverändert übernommen. Dies ergibt die Näherung: 

cc 2 .  2 · ci 2  2 mt>E = si , k  • cc) + m(I-Z) 
Q 

• • • • •  ( 5 . 5) 

Welche Form der horizontalen Strecke in diese Näherungsgleichung ein= 
gesetzt wird, ist praktisch belanglos. Der mittlere Fehler mf der ellipso= 
idischen Zenitdista.nz ist �efiniert durch: 

cc 
(m{c) 2 = (m�c) 2 + [Yi,�(E) ]2 . � + (m��.) 2 

• • • • • ( 5 . 6) 

Unter der Annahme von 
m = :!; lOCC z . . . . . (5.7)  und 2 + 2 m(I-Z) = - 0, 0002 m • • • • •  ( 5 . a) 

wurde in Tabelle 7 für vi er verschiedene W erte von � und für einige W erte 
für m1 der nach Gleichung ( 5 � 6) berechnete mittlere Fehler von aus Zenit= 
distanz en abgel eiteten Höhenunterschieden zusammengestellt. 

5,4  Fehlergrenze 
Kann der Höhenunterschied t>E. k zwischen den Punkten P. und P aus 

J. ' J. (k) mehreren Messungen abgeleitet werden, sind die einzelnen 11 erte t;Ei 
n 

k zu 
überprüfen, ob sie der nachstehenden Fehlergrenze F t>E 
1 A.,,, (l) - A1"(2) 1 < F - 3 ' 2 ( ) 2 ( ) """"i , k  l-><"'i, k  = t>E - • mt>E 1 + mt>E 2 

i , k  i , k  

-- ' genügen: 

• • • • • ( 5.9) 

Wurden die Höhenunterschiede aus Vertikalwinkelmessungen abgeleitet, 
sind für die mittleren Fehler die nach Gleichung (5.3) , ( 5. 4) oder �5 . 5) 
berechneten Werte einzusetzen. Wurde einer der Höhenunterschiede t>E. nk

) 
J. '  aus einer Schrägstrecke ohne Verwendung von Vertikalwinkelmessungen abge= 

leitet , ist der mit Gleichung (6.22) berechnete 11 ert zu verwenden. 



s 

in 

km 
0 , 5 
1 ' 0 

1 ' 5 

2 , 0  

2 , 5 

3 , 0  

3 , 5  

4 , 0  
4 , 5  
5 , 0  

5 , 5 

6 , o  

6 , 5 
7 , 0  

7 , 5  
e , o  

a , 5  
9 , 0  

9 , 5  

1 0 , 0  

Ta.belle 7 s Mi t t lerer Fehler eines aus Zeni tdis ta.nzen bere chne ten Höhenun te rs chiedes nach Glei chung (5� 5) 

+ + + .„ + 
mk "' - 0 , 05 mk "' - 0 , 1 5  � „ - 0 , 2 5  mk „ - o ,  50 

m
A

H in mm für m 4" "' mAH in mm für m [!- „ mA H in mm für m ,J-- "' mA H in mm für m ,,,,..._ "' 

0oc1 0o c 20oc3 0cc40cc 50c c  00 '� 1 0CC 20CC 3 000  4000  5000  000 1 0co 20o c  3 0cc 4 000  50oc 0co 1 0c c  2 0c o 3 000  4000  50oc 

1 6  1 8  2 3  29 3 5  4 2  1 6  1 8  23  ;l9 3 5  4 3  1 7  1 9  23  29 36 43 1 9  2 0  2 5  30 37  4 4 

2 1  27 3 8  5 2  6 6  8 1  24 29 4 0  5 3  6 7  8 2  2 9  3 3  43  5 5  6 9  84 4 5  4 7  54 6 5  7 7  9 0  

29 ;;7 5 5  7 6  99 1 2 1 3 8  4 5  6 1  80  1 02 1 24 52 57 70 88 1 08 1 29 9 2  9 5  1 04 1 1 6  1 32 1 50 

38 49 7 3 1 02 1 3 1  1 6 2  58 66 86 1 1 1  1 39 1 68 86 9 1  1 06 1 27 1 52 1 79 1 6 1 1 64 1 7 2  1 86 204 2 2 5  

4 8  6 2  9 2  ·1 27 1 64 202 8 5  9 3  1 1  5 1 4 5  1 78 2 1 4  1 29 1 3 5 1 5 1  1 7 5  204 2 3 5  248 2 52 260 27 5 294 3 1 7  

6 1  77 1 1  2 ·1 54 1 98 24 3 1 1 7 1 26 1 50 1 83 222 2 59 1 83 1 89 206 2 3 1  26 3 298 3 56 3 59 368 383 402  4 27 

74  9 2  1 � 3 1 8 1  2 3 2  28 5 1 5 5 1 64 1 90 226 269 3 1 5 247 2 53 270  29•r 3 3 0  369 4 8 3  487 4 96 5 1 1 53 1 5 56 

90  1 1 0  1 54 209 267 )27 1 99 209 2 3 5  274 3 20 3 7 2  3 2 0  3 26 344 37 1 4 07 4 4 8  6 3 0  6 3 3  64 3 6 58 679  7 04 

1 07 1 28 1 7 7  238 302 369  249 2 59 286 3 27 377  432 4 03 409 4 27 4 56 4 92  536  7 97 800 809 8 2 5  84 5 87 2 

1 26 1 4 9  202 26 '7 3 3 9  4 1 3 305 3 1 5 343 3 8 5  4 38 497 4 96 502 520 549 587 6 3 3  983 986 9 9 5  1 0 1 1  1 03 2  1 058 

q 1  1 7 1  227  298 376 4 56 366 376 4 05 44 9 503 566 599 605  623  6 5) 692 7 39 1 1 89 1 1 9 2  1 201  1 2 1 6  1 238  1 26 5  

1 '7 0  1 9 5 254  3 3 0  4 1 4 50 1 4 34 444  47 3 5 1 8  57 5 64 0 7 1 1  7 1 7  7 3 5  7 6 5  805 8 53 . 0 • . . • 

1 9 5  2 20 282  3 6 3  4 53 546 507 5 1 7  547 59 2 6 51  7 20 8 34 04 0 8 59 889 9 29 978 . . . • . . 

2 2 2  248 3 1 2 3 97 11 9 3  59 3 587 597 6 26 6 7 3  7 3 3  804 966 973 991 1 02 1  1 06 2  1 1 1  2 . • • • 0 • 

2 50 2'7 7 344  4 3 3  53 5  640 67 2 6 8 2  7 1 2  7 59 8 2 1  893 1 1 08 1 1 1 5  1 1 .r� 1 1 6 ;  1 204 1 2 55  • • • • • 0 

28 1 )08 377 4 7 0  576 688 76 3 7 7 3  803 8 5 1  9 1 4  988 • . . • • • • • . • • • • 

3 1 3 )·1 1 4 1 2  509 6 1 9  '( 37 860 870 900 949 1 01 2  1 089 • • . . • . . .  . • • • • 

311 8 }7 5 4 5 3  5 5 2  664  7 08 9 6 3  97 3 1 003 1 05 2  1 1 1 7 1 1 94 • • • • • • . . • . . • 

3811 ,1 1 2  4 86  590  '( 1 0  839 1 07 2  1 08 2  1 1 1 2  1 1 6 1  1 2 27 1 306 • • • . • • . • • • • Q 

4 22 ·1 5 1 526 6 3 ) 7 57 89 2 • • • • • • • • . • • • • . • • • • 
-·-

1>1 �i l! bor 1 m ld n aUti go h 1rnu en mi t t lo rPn E'ehlo r e l.n u ::i  Höhenun te 1·achiedea wurden nich t mehr e rmi t t e l t .  

\>J Vl 
• 



- 34 -

6 ELLIPSOIDISCHE HÖHENUNTERSCHIEDE AUS GEMESSENEN SCHRÄGSTRECKEN 
========================================== = = = = = ===== = = ======== 

6,1 Höhenformel 

HRADILEK hat bereits im Jahre 1958 in [ 26] darauf hingewi esen, daß 

es unter bestimmten Voraussetzungen zweckmäßig sein könnte,  für die HÖ= 

henunterschiedsberechnung nicht die Vertikalwinkelmessung zu verwenden1 

sondern allein elektronisch gemessene Schrägstrecken heranzuziehen. 

Aus dem Dreieck P
i

-Pk-Pk(i) in der Abbildung 2 .1  rechnet man nach dem 
Kosinussatz die Seite si , k(M) aus. Damit erhält man eine quadratische Glei= 

chung für den ellipsoidischen Höhenunterschied 6E. k' in der keine Verti= 
J. ' 

. 

kalwinkelmessung enthalten ist. Daraus ergibt sich folgende Gleichung für 

den Höhenunterschied: 

6E . k J. '  

• • • • •  (6 .1) 
Das positive Vorzeichen vor der Wurzel ist zu verwenden7 wenn di e 

Z enitdistanz der Visur kleiner als 1r/2 ist , also bei einem positiven 

Höllenunterschied, das negative Vorzeichen bei einem negativen Höhenu.nter= 

schied. 

In der Gleichung (6�1) ist also nur der ellipsoidische Zentriwinkel 

Yi ,k(E) enthalten, di e gemess ene S chrägstrecke si , k(M) und eine horizontale 

Strecke si,k(i). im Niveau des Punktes Pi' die allerdings unabhängig von 

der gemessenen Strecke si , k(M) zu ermitteln ist, am zweckmäßigsten kontrol= 

liert aus wenigstens zwei Dreiecken mit direkt gemessenen Schrägstrecken 

von sehr geringem Neigungawinkel. 

Die Anwendung der Gleichung (6.1)  auf Visuren mit geringem NeigungS= 

winkel ist nicht sinnvoll, da hierbei gegenüber der Höhenformel mit Ver= 

wendung der Vertikalwinkelmessungen ein Genauigkeitsverlust zu erwarten 

ist, wi e im Abschnitt 6 , 3 gezeigt wird. 

Wird hingegen die Gleichung (6.1)  bei Steilvisuren angewendet, er= 

reicht man damit vor allem, daß bei der Berechnung der ellipsoidischen 

Höhenunterschiede die Auswirkung der Unsicherheit im Refraktionskoeffizi= 

enten vollständig ausgeschaltet ist . Sie ist zwar noch in der Reduktion 

der Strecken in den Dreiecken der Bodenfigur enthalten, doch wird von die= 

sen Strecken ver�a.ngt, . daß sie nahezu horizontal sein sollen, damit sich 

die iiefraktionsunsicherheit praktisch nicht auswirken kann. Sind keine 

Lotabweichungen gegeben, ist die dadurch bedingte Vernachlässigung ins0= 

fern geringer, als der Lotabweichungsfehler nur im Rahmen der Dreiecksauf= 

lösungen in den errechneten Strecken enthalten ist. 
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6 , 2 Vorschlag für eine kontrollierte Messungsanordnung im Gelände 

P'  2 

Will man unabhängig von Vertikalwinkelmessungen ellipsoidische Höhen= 
unterschiede allein aus genessenen Schrägstrecken ableiten, erscheint es 
als zweckmäßig, nach Möglichkeit die in Abbildung 601 dargestellte kontrol= 
lierte Messungsanordnung zu verwenden. Für diesen Fall wäre z. B. der ellip= 
soidische Höhenunterschied von P1 nach P0 gesucht , außerdem wäre die gemes= 
sene Schrägstrecke sl , O(M) zu horizontieren. Dazu wäre anzustreben, alle 
fünf in Abbildung 6� 1 eingezeichneten Strecken zu messen, also sl, O(M) ' 
s2, 0 (M) ' s3 , 0(M) '  s1, 2(M). und s1, 3(M) " Für die Auflösung der Dreiecke 
P0-P1-P2 und P0-P3-Pl soll in allen vier Geländepunkten, P0, P1, P2 und P3 , 
die Messung der Richtungen nach den übrigen Punkten durchgeführt werden. 
Die Messung der gegenseitigen Vertikalwinkel wäre an sich nur für die Hori= 
zontierung der Strecken s17 2(M) und s1, 3(M) notwendig, wenn nicht die ellip= 
soidischen Höhen aller drei Ausgangspunkte, P1, P2 und P3 vorgegeben sind. 

Abb� 6�1 
pi 1 

pi 
3 
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Es ist aber empfehlenswert , alle Vertikalwinkel zu messen, auch die 
zwischen den Talpunkten und dem :Bergpunkt P 0 . und die zugehörigen Rück= 
visuren. Obwohl sie nicht benötigt werden für die eigentliche Höhenunter= 
schiedsberechnung, können mit ihrer Hilfe auch die S trecken nach P0 für 
die :Berechnung vorläufiger Koordinaten genähert horizontiert werden. 

Zusätzlich sind auf allen vier Geländepunkten astronomische Eeob= 
achtungen durchzuführen, aus denen die Lotabweichungskomponenten fi und izi 
abzuleiten sind. Dafür werden eb:en wenigstens vorläufige Koordinaten der 
vier Geländepunkte benötigt. Die �otabweichungen dienen in diesem Fall 
dazu, die gemessenen Richtungen auf das Ellipsoid reduzieren zu können. 

Durch �reiecksauflösungen und entsprechende Reduktion sind die hori= 
zontalen S trecken s2, 0(3)' sl,O(l) aus dem Dreieck Pb�P• 1-P2 und ein zwei= 
tes mal aus dem Dreieck Pö-P3-PJ., und s3, o(3) zu berechnen� Mit diesen vier 
horizontalen Strecken und den drei gemessenen Schrägstrecken s1, O(M), 
s2,0(M) und s3 , 0(M) kann mit Hilfe der Gleichung ( 6 �1) viermal die ellip= 
soidische Höhe des Punktes P0 abgeleitet werden. Für das Gewic htsmittel der 
E�n) wäre folgendes Gewicht zu verwenden: 

1 � • • • • (6 �2) 2 m 
�i, O 

Mit der so errechneten gemittelten Höhe E0 des Punktes P0 können 
unter Anwendung der Gleichung (4�7) oder (4.9) die gemessenen Schrägstrecken 
sl,O(M)' s2 , 0 (M) und s3 , 0 (M) richtig horizontiert werden, frei von den un= 

bekannten Refraktionseinflüssen. 

Es sei ausdrücklich darauf nochmals hingewiesen ,  daß diese Methode 
nur dann günstige Ergebnisse liefert, WeDn sie auf S teilvisuren mit einer 
Neigung gegen die Horizontale ·a.b .. etwa. 2� angewendet wird, wie im Abschnitt 
6,3 gezeigt wird� 

Ist in einem Ausnahmefall nur eines der beiden in Abbildung 6 . 1 dar= 
gestellten Dreiecke möglich und konnte z� E. zusätzlich zu der nahezu h0= 
rizontalen Talstrecke s1 , 2 (M) nur für die S teilvisur von P1 nach P0 die 
Strecke gemessen werden, kann nach dieser Methode die . Höhe des Punktes P0 
nur einmal berechnet werden� In diesem Fall wäre die Anwendung der Glei= 
chung (4.7) oder (4�9) für die Horizontierung der Schrägstrecke s1 O nur 

„ 
mehr eine reine Rechenkontrolle, da die daraus resultierende horizontale 
Strecke mit der aus der Dreiecksauflösung abgeleiteten S trecke s1 0, re= ' 
duziert auf das mittlere Niveau der Punkte P0 und P11 identisch sein muß� 
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Nun ist noch zu untersuchen, wie groß die Neigung der im Tal gemeS= 
senen Strecken sein dar.f, um sie als praktisch von der Refraktion unbe= 
einflußt bezeichnen zu können. Dazu wird die Gleichung (4. 4) differenziert: 

Yi,k(E) J - Yi, k(E) dsi,k(Ek)= dsi,k(M) " sin[f i , k- 2 + si, k(M) "cos [f i, k- 2 ] . dJi,k 
• • • • • ( 6�3) 

Da voraus setzungsgemäß die Visur nahezu horizontal sein soll, kann 
man genähert sin[f i , k-

Yi,�(E) J � 1 setzen. Außerdem wird Gleichung 
(5 .1) eingefübxt: 

d�i , k  erhält man durch Differenzieren der Gleichung (2.27) : 

• • • • • ( 6�5) 
Der durch die Refraktion bedingte Fehlereinfluß auf die horizontferte 

.„ 
Strecke ist somit gegeben durch 

Nimmt man fü:r den Refraktionswinkel oi,k die Gleichung (e.13) ,  

erhält man d6 .  k aus 
J. ' 

8i,k(M) 0 dki + dsi,k(M) • ki d.6 .  k = 2 R 1'  0 i( E) 
. . . . .  (6�7) 

Hierin kann man das zweite Glied vernachlässigen. Damit wird 
Gleichung (6.6) zu 

si,k(M) ds c � ) = L:iEi.k • 2 R • dki u ' • i(E) 
• • • • ; (6.e)  

Daraus kann fü:r bestimmte Voraussetzungen der zulässige Höhenunter= 
schied berechnet werden. In der Tabelle 8 ist fü:r einen Streckenfehler 
ds(o) = 0, 001 m und für die beiden angenommenen Refraktionsfehler dki = 0,15 

und dk2 = 0,25 fü:r verschiedene .�treckenlängen der zulässige Höhemmter= · 

schied zusammengestellt : 

s (M) .6E(zul. )  in m fü:r dk = s(:M) .6E(zul.) in m fü:r dk = 
in km 0,15 0,25 in km 0,15 0,25 

l , O  e5, 06 51, 04 6,o 14, 1e e , 51 
2 , 0  42 , 53 25, 52 1, 0  12 ,15 7 , 29 
3 , 0  2e, 3 5  17 , 01 - e , o  10, 63 6 ,38 
4 , 0  21, 26 12, 76 9 , 0  9 , 45 5 , 67 
5 , 0  17 , 01 10, 21 10, 0  e , 51 5 ,10 

Tabelle 8 
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6,3 Mittlerer Fehler eines aus Schrägstrecken abgeleiteten Höhenunterschi edes 

Um den mittleren Fehler eines aus Schrägstrecken abg@leiteten HbD.enr= 
unterschiedes zu erhalten, wird vorerst Gleichung (6 .1) differenziert. 
Hierbei wird Gleichung (4� 8) berücksichtigt und der Wurz elausdruck im 
Nenner genähert gleich dem Höhenunterschied gesetzt : 

Das erste Glied von Gleichung (6.9) ist klein von zweiter Ordnung und 
kann daher vernachlässigt werden. Für das letzte Glied muß erst der Fehler 
dsi , k(i) der horizontalen Strecke a�s der Dreiecksauflösung abgeleitet wer= 
den, wobei auch die Auswirkung der .!iotabweichungen zu berück sich:i;igen i-st .  

Aus dem Dreieck P0-P1-P2 (Abb . 6.2) erhält man 
nach dem Sinussatz die S eite s • 

l, o· 

• • • • •  (6.10) 

Diese Gleichung wird differenziert und etwas 
Abb. 6 � 2  umgeformt : 

dsl 2 
ds1 , 0  = s1 , 0 • ( s1:2 

+ cot cp 0 dcp - cot 1f .  d}0 

Beim Übergang auf mittlere Fehler erhält man 
2 

2 2 m = s1, o- • 61 , 0(l) 

m 8i 2 2 2 2 2 ( -r + cot c:p • mc:p + cot 'lf • m'Y' ) 
sl , 2  

• • • • •  (6�11) 

• • • • • (6.12) 

Es soll nun die auf dem Geländepunkt P. gemessene Richtung R !  k nach 1 1,  
dem Punkt Pk bezüglich der im Azimut Ai vorhandenen Lotabweichung 1%. so 
korrigiert werden, daß die auf das Ellipsoid bezogene Richtung R .  k ent= 1, 
steht .  Diese Korrektur kann analog der Auswirkung eines Stehachsenfe:lj.lers 
dargestellt werden durch: 

Ri, k - Rl, k = 1%. � cot zi, k • sin (ai,k - Ai) � • • • •  (6�13) 

Löst man dies auf und führt man die Lotabweichungskomponenten E. und - _r 1 � i ein, erhält man 
R .  k- R !  k= -f . • cot z .  k� sin a. k + n . �  cot z .  k• cos a. k • • • • • (6.14) 

l. ' l. , )1 - 1 , i, "(_i i, i ,  
Nun sollen die Dreieckswinkel c:p und 1f in (6011) und ( 6012) als Diffe= 

renz zweier gemessener Richtungen, verbessert um die Lotabweichll!lgen, � 
gestellt werden: 
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rp = R2 1 - R2 , 0 = R�, 1 -:"' f 2 • cot z2, 1 • ' 
sin a2, 1 -+ � • cot z2, 1 • cos a2 1 -, 

- R�, o + f2 
Nun setzt man: 

R 1 - R 1 = rp' 2, 1 2, 0 

• cot z2, o • sin a2, o � 'Z2 • cot z2 0 • cos a2, 0 ·' 

. . . . .  ( 6.15) 

. . . . .  (6. 16) 

rp = rp 1 - f2 (cot z2, 1 • sin a2 1 - cot z2, o • sin a2 , 0) + 
' 

+ 'l.2 (cot z2 , 1 
' c6s cx2, 1 . - cot z2, o • cos 0:2,  0) . . . . .  (6.17) 

Diese Gleichung wird differenziert, dann wird der Übergang auf 
mittlere Fehler durchgeführt: 

2 2 2 cot m = rp mrp '  + mf2 
• (cot z2, 1 • sin a2 1 -

' 
z2, o • . ) 2 sin cx2 0 + 

' 

2 (cot + m12 
• z2, 1 • cos a2, l 

Man setzt nun 

- cot z2, o • ) 2 . 
cos a2 0 • • • • • , (6�18) 

2 2 2 mX = m>z. = m-0- . . . . . (6�19) und 2 
mrp ' 

2 2 mV-1 = 2 • � • • • • •  (6� 20) 

Damit wird Gleichung (6�18) nach einer Umformung zu 
2 2 2 2 2 mcp = 2 • � + m� . (cot z2 ,1+ cot z2, 0- 2 • cot z2, l" cot z2, 0• cos cp) 

• • • • • ( 6 . 21) 

Eine analoge Gleichung erhält man auch für m� . Dies wird nun in 
Gleichung (6�12) eingesetzt� Für Gleichung ( 6 .9) wird der Übergang auf' 
mittlere Fehler durchgeführt , die umgeformte Gleichung ( 6 . 12) wird ei:D;= 
gesetzt, wodurch man schließlich folgende Gleichung erhält: 

. 4 20 812 0(1) 2 2 
2 . (cot rp + cot y-) . 

b.EJ.,o 
2 

� + 

2 2 2 2 + cot -r. (cot z0, 2+cot .. z0, 1-2. cot z0, 2„cot z0, l" co s '}t') ] . m,,9-

• • • • • ( 6 . 22) 

Mit dieser aJ.lgemeinen Gleichung kann für j eden einzelnen FaJ.l der 
mittlere Fehler eines aus gemessenen Schrägstrecken abgeleiteten Höhen.= 
unterschiedes berechnet werden� 

Um einen Genauigkeitsvergleich mit '"den in Tabelle 7 enthaltenen mitt= 

leren Fehlern von aus Zenitdistanzen abgeleiteten Höhenunterschieden durch= 
führen zu können, wurde die Gleichung (6. 22) etwas vereinfacht� Das Dreieck 

P0-P1-P2 wurde dazu als gleichseitig angenommen. Außerdem wurde gesetzt: 
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• """ z z2 ,  O = 11 - o, 2 • 

Durch diese Annahmen erhält man nach einigen Umformungen die folgende 
Näherungsgleichung: 

1 . 
2 

2 +sin z .  k mA'!>= __ ___,,...,;;;;1.11.•= 
w.i;, 1 . 

2 -sin zi,k 

In den nachfolgenden Abbildungen 6.3 bis 6. 9 ist di e Auswertung der 
Gleichung (6023) unter verschiedenen Annahmen dargestellt. 

Aus den Abbildungen 6 � 3 ,  6 . 4  und 6 . 5  sind die B edingungen ersichtlich, 
unter denen mit der Gleichung ( 6 . 1) brauchbare Höhenunterschiede erhalten 
werden können. Man erkennt daraus, daß es wenig sinnvoll ist, die Gleichung 
(6. 1) bei Visurneigungen von weniger als ! 20g anzuwenden. Man sieht ab er 
auch, daß es außerordentlich wichtig ist, den mittleren Richtungsfehler 
möglichst klein zu halten, da gerade dieser einen sehr großen Einfluß auf 
den Gesamtfehler hat� Wie Abb� 604  zeigt, wäre wenigstens ein mittlerer 
Richtungsfehler von m_a = ! 5cc anzustreben. Die Abb. 6 0 5  macht deutlich, 
daß die Lotabweichung wenigstens eine Genauigkeit von m,iJ-= ! 10°0 haben 
soll. Wenn auch der mittlere Streckenfehler ms bei Steilvisuren von mehr 
als 20g Neigung einen relativ nicht mehr so bedeutenden Einfluß hall;, sollte 
doch getracht et werden, die elektronisch gemessenen Schrägstrecken mit einem 
mittleren Fehler von m "' :!: 10 mm zu erhalten. 

s . 

In den Abbildungen 6 � 6  bis 6�9 ist die Auswertung der Gleichung (6.23) 
für ein m_a = :!: 5°0, ein m�= :!: lOcc und für verschiedene Werte von m8 dar= 
gestellt. Zum Vergleich i st auch der mittlere Fehler .eines aus Z enitdista.n= 
z en abgeleiteten Hö"b.enunterschiedes für ein � = :!: 0, 05 und ein � = :!: 0, 15 
eingezeichnet. Hier ist besonders deutlich sichtbar, daß für Z enitdistanzen 
von weniger als sog bzw� mehr als 120g die Höhenunterschiedsberechnung 
nach Gleichung (6�1) genauer ist als nach Gleichung ( 5 .1) .  
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�iese Art der Höhenbestimwung, wie sie im Abschnitt � ,l  und 6,2  
behandelt worden ist, war bis zum Außendienst 1976 noch in keinem öster.= 
reichischen Triangulierungsoperat enthalten. Es wurden daher aus den frü= 
heren Triangulierungsoperaten ähnlich gelagerte Beispiele herausgesucht, 
die eine Gegenüberstellung der aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten 
Höhenuntersehiede mit den aus den gemessenen Schrägstrecken errechneten 
Höhenunterschieden ermöglichen� In diesen Beispielen haben sich zum Teil 
beträchtliche Differenzen gezeigt. 

�e_is.,E.i..§.l_l..:.. Opera.t T-256/1973 , Visur Steinberg - Müllegger. 

Die horizontale Strecke, Länge rund 861 m, konnte aus drei Dreiecken 
a.bgelei tet werden, maximale Differenz 20 mm zwischen den drei Werten� Die 
aus der gemessenen S chrägstrecke nach Gleichung (4.4) errechnete Horizontal= 
strecke ist um 24 mm größer als der Mittelwert aus der Dreiecksauflösung. 
Da bei der Dreiecksauflösung keine Lotabweichungen berücksichtigt werden 
konnten, kann der aus Gleichung (601) abgeleitete Höhenunterschied nur ge= 
nähert als ellipsoidisch bezeichnet werden. Er ist bei einer Visurneigung 
von rund 23g50c und rund 333 m Höhenunterschied um 48 mm größer als der als 
genähert geoidisch zu bezeichnende Mittelwert der Berechnung aus den gegen= 
seitigen Vertikalwinkeln� Die Differenz zwischen den Höhenunterschieden aus 
Hin- und Rückmessung betrug 1 cm. Nimmt man nun den Refraktionskoeffizienten 
mit 0 ,13 an und errechnet man damit die zugehörigen Refraktionswinkel, er.= 
mittelt man andererseits aus Gleichung (5�1) , in di e der nach (6.1) berecb= 
nete Höhenunterschied eingesetzt wird, die ellipsoidische Zenitdistanz, kann 
man gegenüber den gemessenen Zeni tdistanzen Differenzwinkel errechnen. Diese 
Differenzwinkel sind nun für die Visur vom Tal hinauf - 40cc und zurück 
+ 45 cc� Man kann nun zwar annehmen, daß ein relativ großer Anteil in diesen 
Differenzwinkeln der Lotabweichung zuzuschreiben ist, es sind aber außerdem 
auch noch andere Einflüsse enthalten, wie die Fehler der gemessenen Schräg>= 
strecke, die Fehler der aus Dreiecken abgeleiteten horizontalen Strecken, 
vor allem aus der Nichtberücksichtigung der Lotabweichungen, die Beobachtungs= 
fehler bei den Vertikalwinkeln, die Refraktionsanomalien, Stehachsenfehler, 
Fehler beim Einspielen.lassen der Versicherungslibelle usw. , so daß man nicht 
einfach erklären darf, der Gesamtbetrag dieser Differenzwinkel ist nur der 
Lotabweichung zuzuschreiben� 

].e_is.,E.i..§.1_2..:.. Operat T-256/1973 , Visur Hinterberg - Tristenkopf. 

Die horizontale Seite konnte nur aus einem Dreieck abgeleitet werden. 
Sie war bei einer Länge von 2440 m um 33 mm kleiner als die nach .Gleichung 
(4.4) errechnete Horizontalstrecke. Der Höhenunterschied von rund 387 m 

war bei einer Visurneigung von rund 10go2cnach Gleichung (6�1) um 179 mm 
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größer als der Mittelwert der Berechnung aus den gegenseitigen Vertika1"' 
winkeln, wobei zwischen Hin- und Rückmessung eine Differenz vcn 9 cm auf= 
trat. Die zurückgerechneten Differenzwinkel betragen für die Visur vom 
Tal hinauf - 6lcc und zurück + 47cc � Dieses Beispiel ist allerdings 
mit Vorsicht zu betrachten, da zufolge der relativ geringen Visurneigung 
aus der Abbildung 6�7 für den nach Gleichung (6.1) berechneten Hönenunter= 
schied ein mittlerer Fehler von rund 17 cm zu erwarten ist, während der 
Höhenunterschied aus der Vertikalwinkelmessur.g nur einen mittleren Fehler 
von 9 cm erwarten läßt� 

�e.i_s.:12.i2l_3..:.. Operat T-250/1972 , Visur Karbach - Kleine Mittagsspitze • 

. Horizontale S eite von rund 1603 m Länge, nur aus einem Dreieck, um 

16 mm kleiner als aus Reduktion der Schrägstrecke. Höhenunterschied von 
rund 744 m bei einer Visurneigung von rund 27g65c nach (6 .1) um 34 mm 
größer als aus gegenseitigen Vertikalwinkeln bei 8 cm Differenz zwischen 
der Hin- und Rückmessung. Differenzwinkel für die Visur vom Tal hinauf 
- 56cc und zurück + 3 0cc � 

�e.i_s.:12.i2l_4.!.. Operat T-250/1972, Visur Stamplach - Kleine Mittagsspitze. 

Horizontale Seite von rund 1582 m Länge, nur aus einem Dreieck, 1llll 

49 mm kleiner als aus Reduktion der Schrägstrecke . Höhenunterschied von 
rund 900 m bei einer Visurneigung von rund 32g93c nach (6.1) um 87 mm 
größer als aus gegenseitigen Vertikalwinkeln bei 8 cm Differenz zwischen 
der Hin- und Rückmessung. Differenzwinkel für die Visur vom Tal hinauf 
- 18cc und zurück + 5occ� 

�e.i_s.:12.i21_5..:.. Operat St-197/1964, Visur Kübler - Hocbka.r • . 

Horizontale S eite von rund 2430 m Länge, aus zwei Dreiecken, _  Differenz 
12 mm zwischen den beiden Berechnungen, um 109 ( ! )  mm kleiner als aus Re= 
duktion der Schrägstrecke� Höhenunterschied von rund 1250 m bei einer Visur= 
neigung von rund 3og25c 

um 480 mm ( i) größer als aus gegenseitigen Vertikal= 
winkeln. Differenzwinkel für die Visur vom Tal hinauf - 119cc und zurück 
+ 134°0• Zu diesem Beispiel ist zu bemerken, daß die Dreiecksseiten von 
Kübler nach Fachwerk und Petrus 'nicht direkt gemessen werden konnte:a, und 
ebenso wie auch die zugehörigen Richtungen aus Polygonzügen abgeleitet 
wurden. Es zeigt sich hier sehr deutlich, daß unter allen Umständen zu 
trachten ist, die Talstrecken direkt messen zu können und ebenso auch die 
zugehörigen Richtungen und sie nicht aus einer Anzahl von Polygonpunkten 
ableiten zu müssen, wodurch auch eine gr_?ßeren Unsicherheit in die Richtungs= 
messung kommt, die im Gegensatz zu der im Abschnitt 603 erhobenen Forderung 
steht. 
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Die Beispiele 1 bis 5 zeigen die gleiche Systematik, es sind die 
genähert ellipsoidischen Höhenunterschiede aus Gleichung (6�1) größer als 
die aus gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten genäherten ge= 
oidischen Honenunterschiede� S etzt man in die Gleichung (5.1) den Mittel= 
wert der Höhenunterschiede aus Hin- und Rückmessung von der Üperatsberech= 
nung ein, kommt man bis auf' die Beobachtungsfehler und die durch die Re= 
fraktionsanoma.lien verursachiren Differenzen zu den beobachteten und auf 
die Höhenbezugspunkte der Streckenmessung reduzierten Vertikalwinkeln. Man 
erhält also statt der Differenzwinkel e gewissermaßen die Verbesserungen v. 
Dies zeigt nUD. andererseits, daß die Differenzwinkel e tatsächlich weit= 
gehend durch die �otabweichungen verursacht sind, allerdings mit der Ein= 
schränkung, daß sich hier voll und ganz die Unsicherheit der nach Gleichung 
( 6 .1) berechneten Honenunterschiede auswirkt, besonders bei den Beispielen 
2 und 5.  

Die in den fünf Beispielen angemerkten Differenzen zwischen den beiden 
Arten von Höhenunterschieden könnte man grob gesprochen als die Differenz 
(Nk - Ni) ansprechen, allerdings verfälscht durch verschiedene VernachläS= 
sigu.ngen, in der Hauptsache bedingt durch die nicht berücksichtigten Refra.k= 
tionsanomalien bei den Höhenunterschieden aus Vertika.lwinkelmessungen und 
durch die nicht bezüglich der Lotabweichungen korrigierten Richtungen bei 
den aus Dreiecksauf'lösUD.gen ermittelten horizontalen S trecken für die Höhen= 
unterschiedsberechnung nach Gleichung (6�1) . 

Man kann nun bei dem Höhendreieck DOBRA.TSCH aus [ 19 ]  auch eine Analogie 
zu diesen. fünf Beispielen feststellen. Während bei den hier angeführten Bei= 
spielen keine Lotabweichungsmessungen zur Verfügung standen, konnten beim 
Höhendreieck Dobratsch astronomisch ermittelte Lotabweichungen verwendet 
werden. Bei den Höhenunterschieden zwischen den Punkten 27 und 119 bzw. 27 
und 21 haben die gemessenen Lotabweichungen vom Berg ins Tal wie in den 
Beispielen dieses Abschnittes einen etwas größeren positiven Wert. Die Vi= 
suren vom Tal hinauf' haben beim Höhendreieck Dobratsch jedoch nur geringe 
Lotabweichungen von wechselndem Vorzeichen. Insgesamt ist aber bei beiden 
Fällen gleichfalls der ellipsoidische Höhenunterschied größer als der geo= 
idische, also die gleiche Erscheinung wie bei den Beispielen 1 bis 5.  

Etwas ander.s ist allerdings die Situation bei dem Höhenunterschied 
zwischen den Punkten 21 und 119 des Höhendreiecks Dobratsch bei einem etwas 
geringeren Höhenunterschied von rund 105 m. Dort haben die beobachteten 
Lotabweichungen von relativ geringer Größe das umgekehrte Vorzeichen wie 
die Differenzwinkel in den Beispielen dieses Anschnittes . Es ist dort 
da.her auch der ellipsoidische Höhenunterschied kleiner als der ge.oidische. 
Die Differenz (Nk - Ni) hat somit auch das umgekehrte Vorzeichen im Ver= 
gleich zu den anderen Fällen� 
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Die Punkte 21 und 119 aus dem Höhendreieck Dobratsch können jedoch 

gleichermaßen als Talpunkte angesprochen werden, wodurch sich der Unter= 

schied gegenüber den übrigen Beispielen erklären läßt . 

Damit zeigt sich bei den a.�geführten Beispielen die einheitliche 

Erscheinung, daß bei größ"eren Höhenunterschieden zwischen Tal- und Berg= 

punkten der ellipsoidische Höhenunterschied größer ist als der geoidische 

Höhenunterschied. Dies hat zur Folge, daß in diesen Fällen die mittels 

der ellipsoidischen Höhenunterschiede richtig reduzierten Schrägstrecken 

kürzer sind als jene, die unter Vernachlässigung der Lotabweichungen mit 

Vertikalwinkelmessungen horizontiert wurden. 

- Die Visuren vom Berg ins Tal haben in diesen Fällen positive Lotab= 

weichungen , die Visuren vom Tal hinauf' im allgemeinen negative Lotabwei= 

chungen oder nur ganz geringe positive �otabweichungen. Unter Talpunkten 

können die Verhältnisse differieren. 
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PUNKTBESTIMM:ONG AUS DREI GEMESSENEN SCHRÄGSTRECKEN 
= === = = = = === ===== == = = === === = = ======= ===== ========== 

Sind bei der in Abbildung 601 dargestellten Situation die Koordinaten 
xi und yi sowie die ellipsoidischen Höhen Ei der Talpunkte P1 , P2 und P3 
gegeben, besteht die Möglichkeit, unabhängig von Refraktion und Lotabweichung 
allein mit den drei gemessenen Schrägstrecken sl, O(M) ' s2 , 0(M) und s3 , 0(M) 
die Koordinaten x0 und y0 und die ellipsoidische Höhe E0 des Punktes P0 zu 

e=.itteln. 

Man geht hiefür von der Gleichung (6.1) aus , die auf die drei gemessenen 
Schrägstrecken angewendet wird: 

EO- Ei = - s1, 0(1) • 

EO- E2 = - s2, 0(2) • 

Eo- � = - s3 , 0(3) • 

. Y12 O(E) S1ll 2 

. Y21o(E) S1ll 2 

. y22 o{E) SJ.n 2 

+ 

+ 

+ 

- 2 2 2 Y12o(E) sl, O(M) - s1 , 0(1) • cos 2 

- 2 2 2 Y21o{E) s2, 0(M) - 52 , 0(2) • cos 2 

- 2 2 2 y22 0(E) 
53, 0(M) - 53 , 0(3) • cos 2 

. . . . .  (7 . 1) 

Dies sind nach einer U:m:formung drei Bestimmungsgleichungen für die 
drei Unbekannten :x:0, y0 und E0• Sind die drei gegebenen Punkte P1, P2 und 
P3 Talponkte und ist der gesuchte Punkt P0 ein Bergpunkt, sind die positi= 
ven Vorzeichen der Wurzeln in den Gleichungen (7 .1) zu verwenden, im umge= 
kehrten Fall die negativen Vorzeichen. 

Diese Methode der Punktbestimmung darf aus den im Abschnitt 6 darge= 
legten Genauigkeitsgründen nur dann angewendet werden, wenn die gemessenen 
Schrägstrecken wenigstens ! 20g Neigung gegen die Horizontale aufweisen. 
Eine wesentliche Voraussetzung ist außerdem auch noch, daß von den drei ge= 
gebenen Punkten P1, P2 und P3 die ellipsoidischen Höhen bekannt sind. Sind 
nur Gebrauchshöhen oder geoidische Höhen vorhanden, darf diese Methode der 
Punktbestimmung nicht angewendet werden. 

Versucht man, nach Einführen der unbekannten Koordinaten x0 und y0 das 
Gleichungssystem (7�1) direkt auflösen zu wollen, kommt man zu außerordent= 
lieh komplizierten und umfangreichen Ausdrücken höherer Ordnung. Für eine 
eventuelle praktische Anwendung dieser Methode, so weit sie wegen der hiefür 
notwendigen Voraussetzungen in dieser Form überhaupt praktisch anwendbar ist � 
erscheint es daher als vorteilhafter, sich vorher auf irgend einem Wege Nä= 
herungswerte für' die drei Unbekannten :x:0, y0 und E0 zu verschaffen und an= 
schließend mit Hilfe einer Ausgleichung die endgilll:tigen Werte dieser Unbe= 
kannten zu bestimmen. 
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Liegen auch Vertikalwinkelmessungen vor, kann man die gemess enen 

Schrägstrecken vorläufig reduzieren und weiters z .  B . durch einen Bogen= 

schnitt Näherungskoordinaten für den Neupunkt ableiten. Ersetzt man in 

Gleichung (2.16) � durch Ei ' kann eine der horizontalen Strecken si,k(i) 
errechnet werden. Setzt man diese in die zugehörige Gleichung (7 . 1) ein, 

erhält man einen Näherungswert für E0• Es kann aber z .  B. auch mit der 

Gleichung (5 . 1) ein Näherungswert für E0 ermittelt werden. 

Sind außer den Streckenmessungen keine zusätzlichen Richtungs- und 

Vertikalwinkelrnes sungen vorhanden, kann man grobe Uäherungswerte für die 

drei Unbekannten auch einer Karte entnehmen. Durch eine iterative Anwen= 

dung des Ausgleichungsverfa.hrens erhält man bes s ere Näherungswerte bzw. 

letztlich die endgültigen Werte für die gesuchten Unbekannten. 

Im allgemeinen wird eine Überbestimmung vorliegen. Sind nun z. B .  zu 

dem gesuchten Punkt vier Schrägstrecken gemessen worden, hat man noch eine 

weitere Möglichkeit für die Ermittlung von Näherungswerten. Dazu geht man 

von Gleichung (4�9) aus , die nach einer Umformung auf die gemessenen S chräg= 

strecken angewendet wird! 

S etzt man als weitere Näherung si,k(k) � si , k(�) 
chungen (7.2) genähert zu 

sl�O � (yo - Y1)2 + Cxo - :JCJ_)2 + (Eo - Ei) 2 

- 2 • ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 
52, 0 = Yo - Y2 + xO - � + EO - E2 
- 2 .& ( ) 2 ( ) 2 + (EO 

_ E... ) 2 83 , 0 Yo - Y3 + xo - � 5 
s4!0 � (yO - Y4) 2 + (xO - x4)2 + (EO - E4) 2 

, werden die Glei= 

. . . . . (7. 3) 

Subtrahiert man nun j e  zwei Gleichungen voneinander, erhält man ein 

System von drei linearen Gleichungen für die drei Unbekannten x0, y 0 und E0, 
da die quadratischen Glieder der Unbekannten wegfallen: 

( (- 2 - 2 ) ( 2 2) 2·xo. (:JCJ_-�) + 2·Yo• Y1-Y2) + 2 ·Eo. (Ei-�) + 81, 0-82, 0 - Y1-Y2 -

- cxi-�) - c�-�) = o 

2.xo. Cx2-�)- + 2.yo. CY2-Y3)  + 2.Eo. C�-�) + Cs2�0-s3�0) - c;�-y�) -
2 2 2 2 - (x1-x3) - (E2-E3) = o 
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••••• (7 .4) 
Durch Auflösung des linearen Gleichungssystems (7.4) lassen sich 

gleichfalls Näherungswerte für die drei Unbekannten x0, y0 und E0 ermitteln. 
Auf diese Methode der Erniedxigung des Grades eines Gleichungssystems durch 
Einbeziehung einer zusätzlich gemessenen Größe hat ICTLLIAN z .  B .  in seinem 
Artikel "Über das Rückwärtseinschneiden im Raum" im Heft 4 des 43 . Jahrg • 

. ( 1955) der ÖZfV. auf S eite 103 hingewiesen. Es wird hierbei allerdings 
vorausgesetzt, daß die Messungen, hier die gemessenen Schrägstrecken, feh= 
lerfrei sind. Dies ist hier zwar nicht der Fall , was aber ohne Bedeutung 
ist , da einerseits nur Näherungswerte b erechnet werden sollen und anderer= 
seits etliche Näherungen in diesem Berechnungsgang enthalten sind, deren 
Größenordnung über die Streckenfehler hinausgehen kann. 

Die für die nachfolgende Ausgleichung notwendigen Fehlergleichungen 
und Gewichte sind dem Abschnitt 16 zu entnehmen. 
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Bei der Berechnung der Höhenunterschiede aus Vertikalwinkelmessungen 
zeigte sich, daß der HARTL ' sehe Wert für den rtefraktionskoeffizienten in 
verschiedenen Operaten den tatsächlichen Gegebenheiten nicht entspricht. 
So  mußte z .  B. bei der Triangulierung von Groß-Wien (Triangulierungsope= 
rat N-120/1948-1953) der Refraktionskoeffizient k = 0 gesetzt werden. 

Im Flachland bringt bei meist bodennahen Visuren die Unsicherheit in 
der Größe des tatsächlich wirksamen Refraktionskoeffizienten sehr große 
Widersprüche zwischen den Höhenunterschieden aus Hin- und Rückmessung mit 
sich. Daß die Mittel aus Hin- und Rückmessung die Refraktionsfehler nicht 
vollständig beseitigen können, zeigt sich in den vielfach auftretenden 
großen Widersprüchen bei der Berechnung der Einzelhöhen und somit an den 
in solchen Gebieten verbleibenden großen Verbesserungen. Beispiele für sol= 
ehe Gebiete sind in Österreich das Marchfeld, der burgenländische S eewinkel , 
die Welser Heide oder die Rheinebene ,  um nur einige heraus zu greifen, wo 
in der Hauptsache nur bodennahe Visuren auftreten mit einem Bodenabstand 
von nur wenigen Metern. Die hier auftretenden Fehler haben einen sehr un= 
regelmäßigen Charakter� 

In anderen Gebieten treten hingegen einseitig wirkende systematische 
Fehler auf. So zeigen z. B. bei Vertikalwinkelmessungen im Bergland die 
positiven Höhenunterschiede vom Talboden auf die Berghöhen vielfach einen 
größeren Zahlenwert als die negativen Höhenunterschiede, während es ansons= 
ten im allgemeinen umgekehrt ist und die negativen Höhenunterschiede den' 
größeren Zahlenwert haben. Diese systematischen Fehler sind abe� s o  groß, 
daß auf die mit Höhenwinkeln reduzierten Strecken Auswirk-ungen bis in den 
Dezimeterbereich möglich sind, sichtbar in den Differenzen der horizontalen 
Strecken, abgeleitet aus den Vertikalwinkelmessungen von Hin- und Rückmes= 
sung. Allerdings sind diese Differenzen nicht �on der Refraktion allein ver= 
ursacht, ein nicht unbeträchtlicher Teil wird durch die Nichtberücksichti= 
gung der Lotabweichungen verursacht. 

Wären beim Vorhandensein von gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen 
die wirksamen Refraktionskoeffizienten und als Folge davon die Refraktions= 
winkel 6. k an beiden Visurenden gleich groß, dann wäre die tatsächliche 

l. '  
Größe des Refraktionskoeffizienten bedeutungslos, da bei der Bildung des 
Mittels aus Hin- und Rückmessung die Auswirkung der Refraktion herausfiele. 
Von dieser Voraussetzung wird auch vielfach bei der Berechnung der Höhen= 
unterschiede ausgegangen. Die praktische Erfahrung zeigt aber, daß im all= 
gemeinen Fall die Refraktionskoeffizienten an den beiden Visurendpunkten 
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nicht gleich groß sind, auch nicht bei vollständig gleichzeitiger Messung 

der gegenseitigen Vertikalwinkel. Vor allem dann nicht, wenn zwischen den 

Endpunkten einer Visur ein größerer Höhenunterschied besteht oder eine 

starke Verschiede.'>'lheit in der Bodenbedeckung aUftritt. Besonders groß wird 

der Unterschied in den Refraktionskoeffizienten an beiden Visurendpunkten 

dann sein, wenn auf dem einen Ende die Visur ein längeres Stück sehr boden= 

nah ist und auf dem anderen Ende knapp neben dem Standpunkt ein Steilabfall 

ist . Durch die gleichzeitige Messung der Vertikalwinkel können zwar die 

großräumigen Veränderungen der Refraktion beseitigt werden, aber nicht die 

an sich immer mehr oder weniger großen Unterschiede zwischen den einzelnen 

Standpunkten. So hat unter anderen auch WUN])ERLIN in [ 73 ]  darauf hingewie= 

sen, daß trotz gleichzeitiger Messung der Vertikalwinkel große RefraktionS=> 

unterschiede auftraten. 

Man muß also streng genommen grundsätzlich davon a:usgehen, daß für j ede 

einzelne Vertikalwinkelmessung ein eigener Refraktionskoeffizient wirksam 

ist und daß daher im allgemeinen der Mittelwert des Höhenu..�terschiedes aus 

Hin- und Rückmessung einen restlichen Refraktionsfehler enthält. 

Voll und ganz gehen natürlich die Auswirkungen von Refraktionsunter= 

schieden in nur einseitig vorliegende Höhenunterschiede ein, die dann auch 

vielfach in der Höhenberechnung große Widersprüche verursachen und daher 

oft ausgeschieden werden� 

Relativ klein sind im allgemeinen die Refraktionsanomalien im Hochge= 

birge bei Vertikalwinkelmessungen von Gipfel zu Gipfel, wo die Visuren meist 

einen großen Bodenabstand haben. Dort ist meist auch die Unsicherheit � des 

Refraktionskoeffizienten s ehr klein. Beim Übergang vom Talboden aUf die Gip= 

felflur sind die Unterschiede zwischen den Refraktipnskoeffizienten an den 

beiden Visurenden bereits größer. Wegen des vielfach auch etwas geringeren 

Bodenabstandes der Visur ist hier auch die Unsicherheit � der Refraktions= 

koeffizienten größer. Am stärksten sind aber die Refraktionsunsicherheiten 

bei bodennahen Visuren wirksam, also im Talboden und im Flachland. BAHNERT 

weist z .  B. in [ l ]  und [ 2 ]  darauf hin, daß bei bodennahen Visuren der Re= 

fraktionskoeffizient zwischen den Werten +2 , 0  und -2, 0 pendeln und auch 

noch größer werden kann. 

Eine Ermittlung der tatsächlich wirksamen Refraktionskoeffizienten 

zum Zeitpunkt der j eweiligen Vertikalwinkelmessung aus den entlang der ein= 

zelnen Visuren erhobenen meteorologischen Daten unter Berücksichtigung der 
Temperaturgradienten oder wenigstens aus den an den Visurendpunkten erhebe= 

nen Daten in Verbindung mit den Temperaturgradienten kann im Rahmen von 

wissenschaftlichen Untersuchungen oder in Ausnahmefällen in einem begrenzten 

�beitsgebiet vorgenommen werden. Für einen normalen Feldarbeitsablauf 
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ist c ein solches Vorgehen aus wirtschaftlichen Gründen praktisch nicht 

durchführbar. Durch eine solche umfangreiche und komplizierte Datener= 

hebung und ihre rechnerische Auswertung kann zwar eine sich über einen 

größeren Z eitraum ergebende Veränderung der meteorologischen Verhältnisse 

erfaßt werden, aber nicht eine kurzfristig auftretende Schwankung in der 

Refraktion, die zum Zeitpunkt der Messung tatsächlich wirksam ist . WUNTIER= 

LIN hat in [73 ]  auch darauf hingewiesen, daß trotz der aufwendigen Daten= 

erhebung und einer komplizierten rechnerischen Auswertung keine Glättung 

der auf einem Standpunkt über einen größeren Zeitraum verteilt gemessenen 

Vertikalwinkel möglich war. Offensichtlich waren hier solche kurzz eitig 

wirksame Schwankungen in der �efraktion wirksam. In [73]  wird auch gez eigt , 

daß .trotz gleichzeitiger Messung der Vertikalwinkel relativ große Unter= 

schiede in den �efraktionskoeffizienten zwischen Hin- und Rückmessung auf= 

treten und daß auch große Unterschiede zwischen mehreren auf einem Stand= 

punkt nach verschiedenen Zielen wirksame11 Refraktionskoeffizienten sind, bei 

einer als nahezu gleichzeitig zu b ez eichnenden Messung. 

Es kann also auch durch S ondenaufstiege und sonstige mehr oder weniger 

umfangreiche Erhebungen der atmosphärischen Verhältnisse nicht immer der 

tatsächliche, richtige Refraktionswinkel zum Z eitpunkt der Vertikalwinkel= 

messung abgeleitet werden, sondern nur ein mehr oder weniger guter Näherungs= 

wert, der kurzfristig wirksame Änderungen der atmosphärischen Verhältnisse 

nicht berücksichtigen kann, wie sie aber vor allem bei bodennahen Visuren 

besonders stark wirksam werden können, z .  B .  durch eine plötzliche Unter= 

brechung der S onneneinstrahlung durch Vorüberziehen einer größeren Wolke . 

Der Idealfall wäre, den zum Z eitpunkt der Vertikalwinkelmessung wirk= 

samen Refraktionswinkel o .  k direkt für j ede einz elne Visur messen zu können. 
i, 

Darauf zielen auch j ene Versuche ab, die die Dispersion des Lichtes dazu ver= 

wenden wollen, der 
.n.

efraktion durch direkte Messung beikommen zu können. Die 

einzige sichere Methode, die tatsächliche Refraktion zum Zeitpunkt der Mes= 

sung erhalten zu können, besteht darin, sie direkt zu messen. Alle übrigen 

Methoden können nur mehr oder weniger gute Näherungswerte ergeben. 

Die für eine direkte Messung der Refraktion notwendigen Instrumente ' 

sind derzeit erst im Versuchsstadium und stehen daher für den allgemeinen 

Gebrauch noch nicht zur Verfügung. Es bleibt daher für den normalen Feld= 

arbeitsbetrieb nur die Möglichkeit ,  zu versuchen, aus den gemes senen Verti= 

kalwinkeln oder aus den daraus abgeleiteten Höhenunterschieden durch einen 

rechnerischen Ausgleichungsvorgang der j eweiligen Situation angepaßte Re= 

fraktionskoeffizienten zu ermitteln. Eiie Schwi erigkeit kann hierbei j edoch 

nicht ganz überwunden werden, daß nämlich in Gleichung ( 2.27) der Refrak= 

tionswinkel o
i, k 

und der Lotabweichungsanteil Ei� additiv miteinander ver= 
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bunden sind und nicht so ohne weiteres von einander getrennt werden können. 

Ein Festpunktfeld wird im allgemeinen nach den für 4ie Lageberechnung 

der Neupunkte günstigen Gesichtspunkten angelegt, abhängig von den j eweili2 

gen gelänqmaäßig bedingten Gegebenheiten, ohne Rücksicht darauf, daß für 
eine gü:astige Höhenbestimmung andere Gesichtspunkte gelten könnten. Es hat 
auch im allgemeinen die Lagebestimmung eindeutigen Vorrang vor der Höhenbe= 
stimm.ung, die mehr oder weniger als Nebenprodukt anfällt. So gibt es auch 
viele Festpunktbestimmungen, wie bei der Mehrzahl der EP-Netze, wo überhaupt 

keine Ho"h.enbestimmung durchgeführt wird0 

Für die rechnerische Bestimmung der Lotabweichungskomponenten im Rahmen 
einer Ausgleichung ist es wichtig, daß die einzelnen Visuren ungefähr gleich 

lang und gut über _ den Kreis verteilt sind. Diese Forderung kommt den Grund= 

sätzen der Lagebestimmung sehr nahe und wird daher vielfach erfÜllt sein 

können, wenn nicht gerade eine polygonometrische PunktbestiillIIlllilg durchge= 

führt wird. Im Gegensatz dazu wäre es aber für eine relativ sichere Ermitt= 

lung eines mittleren Refraktionskoeffizienten notwendig, daß die Zielweiten 

für die einzelnen Visuren stark unterschiedlich sind, eine Forderung, die 

nur sel'ten erfüllt sein wird. Man muß daher damit rechnen, daß eine rechne= 

rische Trennung des Einflusses von Refraktion und Lotabweiclnm.g im Rahmen 

einer Ausgleichung nur sehr bedingt möglich ist, wie das Beispiel Rauris ja 

auch in der Praxis bestätigt. Es wird also in der Praxis so lange, bis die 

im normalen Feldarbeitsbetrieb mögliche Messung der Refra.ktionseinflüsse  

gegeben ist, für jene Punkte, für die keine gemessenen .Lotabweichungskompo= 

nenten vorliegen, die aus einem Ausgleichungsverfahren ermittelte Auswirkung 

von Refraktion und Lotabweichung nur bedingt trennbar sein. Für die Berech= 

nung von ellipsoidisehen Höhenunterschieden ist dies zwar weniger von Be= 

deutung, da hierbei beide Einflüsse berücksichtigt werden. Hingegen wird 

bei der näherungsweisen Berechnung der geoidischen Höhenunterschiede nur 

der lefraktionseinfluß berüeksicht�gt, wodurch sich in diesem Fall noch 

Restfehler bemerkbar machen können. 

Man kann j edoch zum Teil bereits bei der Feldarbeit die Konsequenzen 

aus diesen Gegebenheiten ziehen. Einerseits erscheint es als notwendig, für 

eine relativ größere Anzahl von Punkten aus einer astronomischen Ortsbe= 

stimmung die Lotabweichungskomponenten abzuleiten, was mit den heüte gege= 

benen Möglichkeiten vergleichsweise leichter durchführbar ist .  �iese Lot= 

abweichungskomponenten haben nicht nur eine Auswirkung auf die Höhenberech= 

nung, sondern beim Vorliegen einer größeren Anzahl von Steilvisuren ist auch 

ein nicht zu unterschätzender Einfluß auf' die Lageberechnung vorhanden, wie 

gleichfalls .das Beispiel Rauris zeigt. Zusätzlich kann man vielfach die 

Punktentfernungen verringern und auf diese Weise den Einfluß der Refraktions= 

unsicherheiten wesentlich herabsetzen, der bekanntlich mit dem Quadrat der 
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Entfernung zu- und auch abnimmt. Es ist z. B. im Flachland bei bodennahen 
Visuren unrealistisch, wenn man glaubt, daß man z. B. bei einer Punktent= 
fernung von 3 km aus einer Vertikalwinkelmessung noch verläßliche, trigono= 
metrisch bestimmte Höhen ableiten kann. Dies machen die in Tabelle 7 ausge= 
wiesenen mittleren Fehler von aus Vertikalwinkelmessungen abgeleiteten Hä= 
henunterschieden deutlich. 

Es ist von Fall zu Fall genau zu überlegen, wie weit man bei einer 
rechnerischen Ermittlung der Refraktion die Annäherung erreichen kann. Dem 
entsprechend ist dann auch die Art der Berechnung durchzuführen. Es gibt 
verschiedene Ausgleichungsmöglichkeiten für besser angenäherte RefraktionS= 
koeffizienten: 
A) Der Refraktionskoeffizient wird aus entsprechend reduzierten gegenseitigen 

Vertikalwinkeln allein oder gemeinsam mit der Lotabweichung bestimmt. 
B) Der Refraktionskoeffizient wird aus gegenseitigen Höhenunterschieden 

allein oder gemeinsam mit der Lotabweichung abgeleitet . 
C)  Der Refraktionskoeffizient wird allein oder gemeinsam mit der Lotabwei= 

chung im Rahmen der Ausgleichung der Höhen ermittelt, die Fehlergleichun= 

gen können auf die Vertikalwinkel oder auf die Höhenunterschiede bezogen 
sein. 

D) Es wird eine gemeinsame Ausgleichung von Richtungs-, Strecken- und Verti= 
kalwinkelmessungen vorgenommen, in deren Rahmen auch die Refraktionsk0= 
effizienten und die Lotabweichungen berechnet werden. 

Für jede der hier angeführten Möglichkeiten gibt es eine Reihe von 
Untergruppen, die davon abhängen, welche Gruppen von Beobachtungen bei der 
Bestimmung der Refraktionskoeffizienten zusammengefaßt �erden. Der Ideal= 
fall, für jede einzelne Vertikalwinkelmessung einen Refraktionskoeffizienten 
zu ermitteln, was an sich notwendig wäre, ist praktisch nicht möglich, da 
hierbei die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten größer wäre als die An= 
zahl der verfügbaren Beobachtungen. Für die daher notwendige Zusammenfassmi.g 
gibt es in der Hauptsache drei Untergruppen: 
a) Es wird für alle Vertikalwinkelmessungen eines Arbeitsgebietes ein ein= 

heitlicher Refraktionskoeff�zient errechnet. 
b) Verschiedenen Gruppen von Visuren wird jeweils ein Refraktionskoeffizient 

zugeordnet, z. B. im Bergland allen Visuren im Talboden, allen Visuren 
vom Talboden auf die Gipfelflur, allen Visuren von der Gipfelflur zum 
Talboden und allen Visuren in der Gipfelflur. In anderen Gebieten sind 
auch Einteilungen nach anderen Gesichtspunkten möglich. 

c) Für jed� Standpunkt der Vertikalwirikelmessung wird für die zum ungefähr 
gleichen Zeitpunkt gemessenen Vertikalwinkel ein eigener Refraktionsko= 
effizient bestimmt. 
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8 , 2  Die örtliche R efraktion nach M.!l.LY 

M.!l.LY hat in [ 52 ]  im Rahmen der Ausgleichung der Mee;eshöhen für j e den 

S tandpunkt der Vertikalwinkelmessung einen Refraktionskoeffizienten ermit= 

telt. Bei dieser Berechnungsmethode wird j eder einzelne Höhenunterschied 

mit einer Fehlergleichung in den Berechnungsgang eingeführt, es werden nicht 

die Mittelwerte aus der Hin- und Rückmes sung verwendet .  Im Gegensatz dazu 

werden bei der in der �rianguli erungsabt eilung verwendeten Berechnungsmethode 

nur die Mittelwerte der Höhenunterschiede aus Hin- und Rückmessung als voll 

gültige Berechnungsgrundlage gewertet. Bloß eins eitig vorhandene Höhenunter= 

�chiede werden immer mit großem Mißtrauen verwendet und müss en auch oft aus 

der Berechnung der Meereshöhen ausgeschaltet werden. 

Die von M.!l.LY angewandte Methode birgt allerdings gewis s e  Gefahren in 

sich. Bei etwas instabilen Höhennetz en kann es geschehen, daß die aus der 

Ausgleichung resulti erenden Höhenänderungen und die R efraktionsanomalien 

sich so gegeneinander verschieben, daß zwar die verbleibenden Verbess erungen 

in ihrer Quadratsumme ein Minimum ergeben, daß aber die Höhenänderungen und 

die ·Refraktionsanomalien unverhältnismäßig hohe Werte annehmen können, die 

unt er Umständen s ogar als unrealistisch bezeichnet werden müssen. Außerdem 

hat MALY mit seiner Ausgleichung allein R efraktionsänderungen berechnet , 

die gleich:falls vorhandenen Lotabweichungsein:flüss e  hat er ignoriert. Man 

könnte also mit den s o  erhaltenen Ergebnis s en vielleicht genähert e ellipso= 

idische Höhen erhalten, da j a  sowohl die Refraktions- und auch die Lotab= 

weichungseinflüss e  in den Refraktionsänderungen enthalten sind. Man dürfte 

ab er nicht daraus geoidische Höhen ableiten wollen, da man hierbei für die 

Näherungsmethode di e Lotabweichungseinflüss e  nicht einbeziehen darf. 

Im Flachland tritt im allgemeinen der Ein:fluß der Lotabweichungen 

gegenüber der Unsicherheit der Refraktion weit zurück. Da könnte man die 

Vernachlässigung der �otabweichung und die alleinige Ermittlung der R efrak= 

tionsänderungen im Rahmen einer solchen Ausgleichung als relativ gerecht= 

fertigt betrachten. 

Hingegen i st im Bergland vielfach ein wenigst ens gleich großer, wenn nicht 

sogar ein größerer Einfluß der Lotabweichung zu erwarten. Da muß man mit 

einer Verfälschung der Ergebnis s e  rechnen, wenn man den Gesamteinfluß in di e 
Refraktion verlegt , da sich die Refraktion nach etwas a.rlderen Gesetzmäßig= 

keiten auswirkt als die Lotabweichung. Außerdem hat man im B ergland Visuren 

von stark unters�hiedlicher Visurneigung,
· 

die Zi elpunkte befinden sich in 

oft sehr unterschiedlichen Höhenlagen. In di esen Fällen kann man nicht davon 

ausgehen, daß all diese Visuren den gleichen Refraktionskoeffizienten haben. 

Es darf also die von MALY in [ 52 ]  aufgez eigte -Berechnungsmethode nicht 

auf alle Fälle angewendet werden. 
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HRADILEK hat z .  B. in [25]  und [ 27 ]  glei chfalls für j eden einz elnen 
S tandpunkt einen Refraktionsko effizienten ermittelt , allerdings unter gleich= 
zeitiger B estimmung der Lotabweichungen. Aber auch hier kann man nicht in 
allen Fällen mit voller Berechtigung annehmen, daß allen Visuren eines 
S tandpunktes der gleiche Refraktionskoeffizi ent zugeordnet werden darf. 

8 ,  3 Geometrische zusammenhänge 

Angestrebt wird die Berechnung des Refraktionswinkels o .  k• Der R e=  . i ,  
fraktionsko effizient ki ist eine Hilfsgröß e, di e die Berechnung des R efrak= 
tionswinkels 6 . k erleicht ert . 

i ,  

·Die Formeln für di e geometrische Ermittlung des R efraktionswinkels o .  k i ,  
können unterschiedlich abgeleitet werden. Dem entsprechend ist auch der 
Refra.ktionskoeffizient verschieden zu defini eren. 

Eine Möglichkeit der Ableitung b esteht darin, daß auf das Dreieck 
Pi-M(R) -Pk in der Abb . 2 , 1  der S inussatz angewendet wird: 

si,k(M) _ 
Ri (R) 

sin(o . k + ok .) - cos ok . 
i, , 1  ' 1  

Rk (R) 
cos 0 .  k 1, 

Daraus erhält man 

. (� � ) 
si,k(M) · � sin u .  k+ uk . = R • cos uk . 

i, , i  i (R) , i  

si ,k(M) 
R • cos O .  k -k (R) i, 

• . • • � (a.1) 

• • • • • ( 8 .  2) 

Nun wird der Refraktionskoeffizient k .  eingeführt als Verhältnis des 1 
Erdkrümmungsradius Ri (E) zum Krümmungsradius der durch �e Refraktion ge= 
krümmten Lichtkurve, wobei die im allgemeinen nicht zutreffende Voraussetzung 
angenommen wird, der Krümmungsradius der Lichtkurve wäre mit dem Abstand Ri (R) 
bzw. Rk(R) identisch :  

k - Ri (E) 
i - Ri (R) 

(8 .3)  

W egen der Kleinheit der R efraktionswinkel kann i n  Gleichung (s .2) der 
Kosinus der Refraktionswinkel gl�ich l und der · Sinus gleich dem Bogen ge= 
setzt werden. Berücksi chtigt man Gleichung (8 .3) , erhält man 

� 0 si ,k(M) 
Rk(E) 

• • • • •  (a.4) 

Liegen keine gemess enen Schrägstrecken vor, kann si , k(M) für die Ver= 
wendung in G�eichung (804) statt aus Gleichung (4.4) mit hinreichender Ge= 
nauigkeit angenähert werden durch 
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• • • • •  (s . 5) und weiters durch 

Damit wird Gleichung (s.4) zu 
k.  J. 

sin z .  k J. ' sin zk . ' J.  

Dies kann man auch in folgender Form schreiben: 
. k .  . ' J. ö .  k+ ok · = y. k(E) 0 • = y. k(E) i ,  9 1  1 ,  SJ.n Z .  k 1 ,  

i , .  
• sin zk . 

, i  

• • • • • ( s.  6) 

„ • • • •  (s .1) 

(s .s) 

·Aus den Gleichungen (804) , (807) und (8.8)  kann man folgende 
Gleichungen ableiten: 

. . . . .  (s .9) 

si2k(E) 1 k. � ( . J. + ) R(E) 
„ 2 .  SJ.n zi,k sin zk . 

, i  
• • • • • (s.10) 

1 k .  � 
"" Yi, k(E) • 2 • ( . J. + sin zk . ) SJ.ll zi,k , i  

. . . . .  (s .11) 

Bei dieser Definition kann man die beiden Refraktionswinkel 6 .  k und 
i, 

ok . von Hin- und Rückvisur unter alleiniger Verwendung der geometrischen 
, i  

Größen nicht trennen. Außerdem wird hier auch noch vorausgesetzt , daß die 
Lichtkurve bei der Hinmessung identisch ist mit der Lichtkurve bei der 
Rückmessung, was im allgemeinen Fall gleichfalls nicht zutreffen muß. In 
einer Reihe von Geodäsielehrbüche:rn hilft man sich nun so, daß man als 
Lichtkurve einen Kreis annimmt. Unter dieser im allgemeinen falschen Vor= 
aussetzung kann man setzen: 

o . k � ok . 
i, , i  

• • • • •  (s . 12) 

Führt man dies in die Gleichungen (s.4) , (8 .7) und (808) ein, erhält man 

6 .  k ,g sizk(M2 k .  (s.13) i, 2.Ri(E) 
. 

J. 
. . . . . 

si2k(E2 k .  
. J. (s.14) 2.Ri(E) 

. sin z .  k 
. . . . . 

J.' 

:! yi1k(E2 k .  
J. (s .15) 2 sin z .  k 

. . . . . 
i ,  
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Gedanklich logischer ist die folgende Ableitung, 
bei der nicht solche im allgemeinen nicht zutreffende 
Annahmen getroffen werden müssen. Man ersetzt die 

Rk r Lichtkurve im Punkt P. und die im allgemei.."'l.en nicht 1R) i 
identische Lichtkurve bei der Rückmessung im Punkt Pk 
j eweils durch ein Kreisbogenstück in der Art, daß die 
Tangenten an diese Kreisbogen mit den Tangenten an 
die Refra.ktionswinkel 6 .  k und ok . identisch sind. 

J. ,  . ,  J. 
Es gibt nun unendlich viele Kreise, die s olche iden= 
tische Tangenten haben. Als zweckmäßig erscheint es , 
j ene auszuwählen, deren Mittelpunkte in der Stre.cken= 
symmetrale der Verbindungss ehne si,k(M) von Pi und Pk 
liegen, also j ene mit den Mittelpunkten M(o. )  und M(o ) • 

. - J. k 
Definiert man nun den Refraktionskoeffizienten k .  s o ,  daß im Nenner von 

J. 
Gleichung (8�3)  s tatt der Abstände Ri (R) bzw. 
Abstände PiM(o

i
) bzw� PkM(o

k
) stehen, also 

Rk(R) die davon abweichenden 

k .  
R

i(E) 
J. :PiM(o . ) 

J. 
dann erhält man für den Refraktionswinkel 6 .  k i ,  

si,k(M) -o
. k = 2 R • k 
i, • i (E) i 

• • • • •  (B .3  a) 

. . . . . ( s .13 a) 

also rein formal dieselbe Gleichung wie (B .13 ) , allerdings ist hierbei ki f ki ' 
wie man der Abb . 8 01 leicht entnehmen kann. 

Bei dieser Definition ist es nicht notwendig, eine Voraussetzung über die 
Form der Lichtkurve zu machen, da sie j a  nur im Beobachtungsstandpunkt durch 
einen kurzen Kreisbogen ersetzt wird. Außerdem sind Hin- und Rückmessung von 
einander unabhängig. 

Außer diesem rein geometrisch definierten Refraktionskoeffizienten gibt 
es noch einen physikalisch ableitbaren Refraktionskoeffizienten, der den tat= 
sächlichen Krümmungsradius der Lichtkurve im Beobachtungsstandpunkt in dem 
durch Gleichung (B .3 )  definierten Verhältnis enthält .  Dieser Krümmungsradius 
ist j edoch nicht Unbedingt identisch mit den rein geometrisch definierten 
Abständen Ri (R) oder PiM(o . ) •  

J. 
Es darf aber auch nicht übersehen werden, daß der durch Gleichung (8.3)  

definierte Refraktionskoeffizient ein anqerer Wert ist,  als er dann schließ= 
lieh durch Eihführen der Näherung (8012) erhalten wird. Es liegen somit also 
drei geometrisch definierte und ein physikalisch definierter Refraktionsko= 
effizient vor, die unterschiedliche Größen haben können. 
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8 , 4  Physikalische Bestimmungsmethoden 

Es gibt hier im wesentlichen zwei Gruppen von Forme�. Die eine Gruppe 
stellt den Zusammenhang zwischen dem Refraktionskoeffizienten und dem Bre= 
chungsindex aus physikalischen Daten her, eine zweite Gruppe von Formeln 
versucht, aus physikalischen Daten den Refraktionswinkel selbst abzuleiten. 

Aus den im Unterabschnitt s , 3 dargelegten Gründen erscheint es als 
günstiger, bei der Auswertung physikalischer Daten die zweite Formelgruppe 
zu verwenden, die eine direkte Berechnung der Refraktionswinkel 6 .  k ermög= 

J. '  
licht .  

Wie bereits im Unterabschnitt 8, 1  festgestellt wurde , ist für den nor== 
malen Feldarbeitsdienst im allgemeinen ein Erheben der notwendigen meteoro= 
logischen Daten in dem Ausmaß, wie sie für eine einigermaßen gesicherte phy= 
sikalische Ableitung der Refraktionswinkel notwendig wären, aus wirtschaft= 
liehen Gründen praktisch nicht durchführbar. Di.es kann nur für einzelne 
wissenschaftliche Untersuchungen oder für begrenzte Sonderaufgaben vorge= 
nommen werden. Für solche Fälle ist dann die j eweils günstigste Methode 
auszuwählen. 

MORITZ gibt z.  B. in [ 57 ]  eine Formel für die direkte Ermittlung des 
Refraktionswinkels an, ebenso auch WUNilERLIN in [73 ] .  Diese Formeln verlan= 
gen eine Integration über die gesamte Visurlänge und setzen die Kenntnis 
der atmosphärischen Verhältnisse entlang der Visur vom Standpunkt bis zum 
Zielpunkt voraus. Zufolge der Art der �hebung der hiefür notwendigen Daten 
ist es allerdings nicht sicher, daß man tatsächlich die im Augenblick der 
Vertikalwinkelmessung herrschenden Verhältnisse erfass en kann und nicht nur 
die sich über einen längeren ZeitraUJi! hinweg ergebenden Veränderungen. 

8 , 5  Direkte Ermittlung der Refraktionswinkel 

Das Problem der Refr�tion kann man bei der Vertikalwinkelmessung 
voraussichtlich erst dann echt lösen, wenn die derzeit laufenden Versuche, 
z. B. mit Hilfe der Dispersion des Lichtes den j eweiligen Refraktionswinkel 
direkt aus einer Messung ableiten zu können, in praktisch ver.rnndbaren Meß= 
instrumenten ihren Niederschlag finden. Dann erst können mit einer direkten 
Messung die zum Zeitpunkt der Vertikalwinkelmessung tatsächlich herrschenden 
atmosphärischen Verhältnisse erfaßt werden und man erhält nicht nur mehr 
oder weniger gute Näherungswerte. Die Erreichung dieses Zieles wäre somit 
grundsätzlich mit aller Kraft anzustreben.. 

Für eine rechnerische Ermittlung der Refraktionswinkel 6. k kann man 
J. '  

z .  B .  von Gleichung (20 28) ausgehen. Sind die Lotabweichungsanteile E .  k J. '  
bekannt, erhält m an  die Summe der Refraktionswinkel 6 .  k 

+ ok . aus i ,  , 1  
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ö .  k + ök · = 1r - (z . k + zk . ) + y. l (E) - (t: . k + c:k . ) 
J.. , ' J.. J.. ' ., J.. J.. ' oC l '  ' J.. 

( 8 . 16) 

�ür die .Anwendung dieser Gleichung müs s en die Vertikalwinke l  der Hin

und Rückmes sung sich auf dieselb en S tand- u...�d Zielpunkte bezieh en und auf 

di e selben Höhenbezugspunkte reduz iert s ein. Allerdings ist auch hier eine 

Trennung der beiden Refraktionswinkel von Hin- und Rückmes sung nicht möglich. 
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LOTABWEICHUNGEN =============== 

AllP,"emeines 

Die Tangente an die Lotlinie im Geländepunkt P. schließt mit der 
J. 

Ellipsoidno=alen durch den Punkt P .  den Winkel ·d-. ein und hat gegenüber 
J. J. 

der Ellipsoid.normalen das Azimut A . • In den Richtungen der geographischen 
J. 

Koordinaten sind dann nach [ 31 ] ,  Band V, die �otabweichungskomponenten ge= 
geben durch 

sin A .  
J. 

. . . . . 

. . . . . 

(9 . 1  a) 

(9 . 1  b) 

Andererseits sin� die Lotabweichungskomponenten definiert durch 

f i = (cpj_ <jli) • • • • • ( 9 .2 a) 

'1 .  = (A.! 
J. J. 

"-) • c os <pi • • • • •  ( 9 . 2 b) 

Hierin sind cpi und 71.i die geodätischen Kcordinat.e..l'l und ?:i und ),1 die 
astronomischen Koordi..l'J.aten� 

Eine Zenitdista.nz von Pi nach Pk hat das Azimut ai , k' ihr entspricht 
ein wirksamer Lotabweichungsa.nteil zi , k von 

z. k = f .  • cos a .  k + 1. 1. • sin a . k i, ) 1 i , i ,  
• • • • •  ( 9 . 3)  

Wie die Lotabweichungen der österreichischen Triangulierungspulli�te 
10 Ordnung und wie auch das Beispiel Rauris zeigen, muß in Österreich mit 
dem Auftreten von Lotabweichungenbis .  5occ und n ehr  gerechnet Tierden. Es 
ist daher nicht tragbar, die Auswirkung dieser Lotabweichungen bei der Aus= 
wertung der Vertikalw::L."1kelm.essungen, bei der �eduktion elektronisch� Sch:::'äg= 
strecken u.l'J.d auch bei der Richtungsmessung wi e bisher allgemei..� zu vernach= 
lässigen. 

Früher war es eine relativ la.ng.-iierige Aufgabe,  für einen F estpllil.'d aus 
astronomischen 1fossungen die geographischen Koordinaten zu e=i tteln. 1li t den 
heute z-�r Verfügu..l'l.g stehenden Instr.lf.lenten und �eßmethoden ist es in verhält= 
nismäßig kürzerer Zeit möglich ,  ei..'le astronomische Ortsbestii;rr;rung mit der 
Genauigkeit zu erhalten, wie sie für di e Auswertune der Vertikal77inkelmes= 
sungen ausreichend ist, etwa 2: 5cc. :Bei günstigen i'li tter=gsverhäl tnis s.en 
kann in einer lfacht :für einige leicht erreichbare Festpunl:te eine solche 
astronomische Ortsbesti=ung durchgefü.'rrt werden. Tfan sollte daher trachten, 
vor allem im Berglar:.d fär eine größere Anzahl von Festpunkten eine solche 
astronomische Ortsbestitl!rr',l!lß durchzuführen. Im Flachland �ird es wegen der 
im allgemeinen gerinse�'en iTisurneig.u1gen geniigen, die Lota1r::eichi:nsen i..-i 
ein ein weitmaschigen Bereich zu bes t5_mmen. Hirigogen ist im Eerglar..d eine 
s ehr engmaschige Bestiiru::ru..-ig not-1rendig. Eiodurch bleib� e.ine Lotabweichungs= 
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interpolation oder die nur s ehr bedingt mögliche rechnerische Trennung von 
Refraktion und 1otabweichung im Rahmen einer .Ausgleichung auf nur weni

.
ge 

Punkte beschränkt, was natürlich eine Genauigkeitssteigerung zur Folge hat. 

Da die Berechnun6en im österreichischen Festpunktfeld nicht auf dem 
Niveausphäroid, sondern auf dem in einer bestimmten Lage fixierten BESSEL
Ellipsoid durchgeführt werden, erhält man nur relative Lotabweichungen, 
abhängig von der Lage des Ellipsoides gegenüber dem Geoid. 

9 , 2  Gegenseitige Lage zwischen Geoid und Ellipsoid in Österreich 

Die österreichischen Gebrauchskoordinaten beruhen im Prinzip auf dem 
ehemaligen Gradlllessungsnetz der österr.-ungar. Monarchie, das für die Zwecke 
der Landesvermessung brauchbar gemacht worden ist. Für dieses Netz ist der 
Hermannskogel Triangulierungshauptpunkt. Die astronomisch bestimmten geo= 
graphischen Positionen wurden ohne Berücksichtigung einer Lotabweichung für 
das Ellipsoid übernommen. Die Orientierung des Netzes erfolgte mit dem astr0= 
nomisch ermittelten Azimut Hermannskogel - Hundsheimer Kogel. 

Für die sog. Zweite Ausgleichung des österreichischen Netzes 1. Ordnung 
wurden die geodätischen Koordinaten des Punktes Hermannsk6gel unverändert 
vom Gebrauchsnetz übernommen. Es war dies eine rein geometrische Ausgleichung. 

Im Anschluß daran wurden von der Abteilung " Erdmessung" des Bundesamtes 
für Eich- und Vermessungswesen als Vorbereitung für die Dritte Ausgleichung 
des österreichischen Netzes 10 Ordnung, in welche sämtliche astronomischen 
Beobachtungen, die modernen Grundlinienmessungen und die zur besseren Maß= 
stabssicherung gemess enen Geodimeterseiten einbezogen werden, für alle �te 
1. Ordnung die Lotabweichungen ermittelt. Beim Punkt HermannskQgel tritt 
hierbei wegen der Verwendung neuerer astronomischer Beobachtungen ·auch eine 
geringfügige Lotabweichung auf� 

Durch eine Übertragung der Ergebnisse der Dritten Ausgleichung auf das 
� 

BESSEL-Ellipsoid erhielte man eine mittlere Lage desselben gegenüber dem 
Geoid, wodurch sich einerseits eine Verdrehung und andererseits eine Kippung 
gegenüber der Lage des BESSEL-Ellipsoides vom Gebrauchsnetz im Punkt Her= ·. 

mannskogel ergeben könnte. 

Um eine Abschätzung darüber anstellen zu können, in welcher Größ en= 
ordnung sich eine solche Kippung des Ellipsoides auf die ellipsoidischen 
Höhen auswirken würde, wird im Punkt Hermannskogel ein dq = 10' � 30cc 

angenommen, ein Betrag, der ohne weitere� im Bereich des Moglichen liegt 
(so wurden z .· B . vom Institut für Höhere Geodäsie  der Technischen Univer= 
sität Wien im Rahmen von Lotabweichungsmessungen im Raum von Wien für den 
Hermannskogel vorläufige Werte mit Jo = + 0, 511 und 1o = + 7 , 611 ermittelt) . 
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Durch diese angenommene Ellipsoidkippung ergeben sich in d�n ellip= 

soidischen Höhen, bezogen auf die beiden Ellipsoidlagen, rund folgende 

Differenzen: 

Graz :  

Linz : 

Klagenfurt: 

3 m 

7 m 

9 m 

Salzburg: 

Innsbruck: 

Bregenz : 

Der von der TU. Wien ermittelte Wert von 'Lo 
fast 18 m Honendiff erenz bewirken. 

12 m 

17 m 

23 m 

7,  611 würde in Bregenz 

Zu dieser Differenz in den ellipsoidischen Höhen als Folge der ge= 

kippten Lage des Ellipsoides vom Gebrauchsnetz kommt noch der Höhenunter= 

schied zwischen dem Ellipsoid und dem Geoid in den einzelnen Punkten als 

Folge der Massenunregelmäßigkeiten. Bei einer mittleren Lage des Ellipsoides 

gegenüber dem Geoid können diese Höhenunterschiede zwischen dem Geoid und 

dem Ellipsoid sowohl positives als auch negatives Vorzeichen haben. 

Der im Unterabs chnitt 2, 3 aufgezeigte Fehler ·bei der Reduktion der 
\ 

Strecken auf Meeresniveau statt richtig auf das Ellipsoid wird somit bei 

Ellipsoidkippung umso größer, j e  weiter man vom Triangulierungshauptpunkt 

weg ist. Es ist daher zu erwarten, daß dieser Fehler im Westen Österreichs 

am größten ist. Die tatsächliche Größe dieses Fehlers ist derzeit unbekannt. 

Die  durch die Zweite Ausgleichung des österreichischen Netzes 1. Ord= 

nung sichtbar gewordenen Koordinatenspannungen gegenüber dem Gebrauchsnetz 

sind für die Ermittlung der Lotabweichungen hier belanglos ,  da sie unter= 

halb der Genauigkeit liegen, mit der die astronomische Ortsbestimmung für 

die Zwecke der Auswertung der Vertikalwinkelmessungen benötigt wird. Einer 

Änderung der geographischen Position um O,lcc entspricht eine Lageänderung 

von rund 1 m. Es würde daher der geforderten Genauigkeit der astronomischen 

Ortsbestimnmng von 5
cc eine Lageunsicherheit von rund 50 m entsprechen. 

Durch die Koordinatenänderungen im Netz der Zweiten Ausgleichung gegenüber 

dem Gebrauchsnetz erhält man in den geodätisch abgeleiteten geographischen 

Positionen Änderungen bis zu run� 0,4cc, 
.
also Werte, die weit unter der 

benötigten Genauigkeit liegen und hier daher bedeutungslos sind. 

9 , 3  B estimnmng der Lotabweichungen 

Die Lotabweichungen erhält man in erster Linie durch E"rmittlung der 

Lotabweichungskomponenten } und � aus den Differenzen zwischen den astro= 

nomisch abgeleiteten und den geodätisch errechneten geographischen Positi= 

onen, siehe Gleichungen (9 .1) und (9 .2) . 

Praktisch wird es kaum möglich sein, für alle Festpunkte die Lotab= 

weichungen astronomisch ermitteln zu können. Man muß daher Methoden anwenden, 
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rlurch welche in ein Netz von PmLlcten mit astronomisch ermittelten L0tab= 
weichungen, den Geländeverhältnissen entsprechend dicht gewählt, für die 
restlichen Festpunkte die Lotabweichungen durch Interpolation bestinnnt 
werden können„ Eine Möglichkeit hiefür besteht darin, die aus a.stronomi= 
sehen Messungen abgeleiteten Lotabweichilllgen durch Anb:-ingen der Lotkrüm= 
mung auf das Geoid zu reduzieren, auf dem Geoid für die restlichen Punkte 
die gesuchten Lotabvleichungen zu interpolieren und schließlich die inter= 
polierten Lotabweichungen durch Anbringen der Lotkrümmung in die Niveau= 
flächen durch die Beobacht'l:llgsstandpunkte zu reduzieren. Durch die Ver= 
wendung von entsprechend reduzierten Gravimetermessungen kann diese Inter= 
polati on verbessert werden� 

Wegen der Langwierigkeit der Berechnung der Lotkrümmungen wird man in 

einzelnen Fällen die unbekannten Lotabweichungskomponenten in einem Aus= 
gleichungsverfahren gemeinsam mit den Refraktionsänderungen bestimmen. 
W egen der nur bedingt möglichen Trennung der Einflüsse von Lotabweichung 
und Refraktion kann eine solche Art der Lotabvreichungsinterpolation bloß 
als eine mehr oder weniger gute Näherung betrachtet werden, vor allem dann, 
wenn wie z .  B .  bei einer polygonometrischen Punktbestimmung eine viel zu 
geringe Anzahl von überschüssigen Beobachtungen vorliegt. 

9 , 4  Die Lotkrümmung 

Als Folge der Massenunregelmäßigkeiten und auch wegen der Abplattung 
sind benachbarte Niveauflächen zueinander nicht parallel und haben daher 
an verschiedenen Stellen verschieden große Abstände voneinander. Aus diesem 
Grund schließt die Tangente an die Flächenno=ale auf die Niveaufläche im 
Beobachtungsstandpunkt mit der Tangente an die Flächennormale auf _das  Geoid 
im entsprechenden Geoidpunkt den Winkel E1 ein, durch den die Lotkrümmung 
verifiziert wird. 

Die Größenordnung der Lotkrümm:ung darf vor allem im Bergland nicht 
unterschätzt werden. So -.mrden z . B .  in der Schweiz auf Punkten 1. Ordnung 
Lotkrümmungen bis zu 9" • 27°0 festgestellt.  Es wird vermutet, daß noch 
größere Beträge auftreten können. Im Gotthardmeridian hat sich gezeigt, daß 
die Lotkrümoungen auf die Geoidhöhen einen Einfluß bis zu rund 40 cm er= 
reichen können (siehe [13 a ] ,  s .  172) . Zufolge eines ähnlichen Landschafts= 
charakters wie in der Schweiz muß somit auch im gebirgigen Teil von Öster= 
reich mit Lotkrümmungen von ähnlicher Größenordnung gerechnet werden und 
es wurden auch bis etwa 15"� 45cc große :botkrümmungen festgestellt. 

Bei der Berechnung von ellipsoidischen Höhen wird der im Beobachtungs= 
standpunkt gemessene Vertikalwinkel mit Hilfe der im Beobachtungsstandpunkt 
ermittelten oder dorthin reduzierten interpolierten Lotabweichung auf das 
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Ellipsoid reduziert. Hier ist das Geoid nicht beteiligt, es ist daher auch 

keine Lotkrfumnung anzubringen� 

Leitet man entsprechend dem Unterabschnitt 10, 7 aus gegenseitigen 

Vertikalwinkelmessungen genäherte geoidische Höhenunterschiede ab, kann 

man auf die Ermittlung der Lotkrümmung verzichten. Geht man j edoch bei der 

Berechnung der geoidischen Höhenunterschiede von den vorher berechneten 

ellipsoidischen Höhenunterschieden aus ,  dann müssen die Lotkrümmungen und 

die Abstände N . zwischen Geoid und Ellipsoid in den Visurendpunkten be= 
1 

rücksichtigt werden� 

Es bestehen nun zwei Möglichkeiten, den Einfluß der Lotkrümmungen zu 

berücksichtigen. Entweder werden die gemessenen Vertikalwinkel in analoger 
Weise wie hinsichtlich der Lotabweichungen verbessert oder es werden die 

errechneten Höhenunterschiede wie beim Präzisionsnivellement reduziert. 

Bei der ersten Methode wird für jeden einzelnen Standpunkt der Winkel 

zwischen der Tangente an die Flächennormale auf die Niveaufläche im Beob= 

achtungsstandpunkt und der Tangente an die Flächennormale auf das Geoid im 
korrespondierenden Geoidpunkt ermittelt. Dieser Winkel E 1  kann wie . die Lot= 

abweichung in zwei Komponenten zerlegt werden. Für j ede einzelne Visur ist 

dann nach Gleichung
. (9.3) der zugehörige Lotkrümmungsanteil zu berechnen und 

an den gemessenen Vertikalwinkel anzubringen. Auf diese sehr aufwendige Art 

der Berücksichtigung der Lotkrümmung wird z .  B .  in [ 73 ]  hingewiesen, in [ 36]  
ist ein Beispiel für die  Berechnung der Lotkrümmung angeführt. Als Ergebnis 

erhält man auf das Geoid reduzierte Vertikalwinkel. Bei dieser direkten Be= 

rechnung der Lotkrümmung sind die topographischen Verhältnisse der näheren 

und weiteren Umgebung des Beobachtungsstandpunktes zu berücksichtigen. Für 

diese s·ehrwnfangreiche Berechnung könnte sich eine Erleichterung in solchen 

Fällen ergeben, wo ein digitales Geländemodell die Verwendung eines Compu= 

terprogrammes ermöglichen würde� 

Die zweite Art der Berücksichtigung der Lotkrümrnung ist praktisch 

identisch mit der orthometrischen Korrektur des geometrischen Nivellements, 

worauf bereits HELMERT hingewiesen hat. Diese Methode ist z .  B .  im § 29 
des 5.  Bandes von [32]  enthalten, ebenso auch in [ 3 6 ] .  

Abgesehen von der Berücksichtigung der 1otkrümmungen bei der Berech= 

nung von geoidisehen Höhen kann es auch, wie bereits im Unterabschn1tt 9, 3  
erwähnt, für die Interpolation von Lotabweichungen notwendig sein, für die 

einzelnen Festpunkte die Lotkrümmung zu ermitteln. 
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Die tlöhenf'ormeln aus den Abschnitten 5 und 6 ergeben die Höhenunter= 
schiede auf dem Ellipsoid. Unter Verwendung der Gleichung (3.7)  können 
daraus geoidische Höhenunterschiede abgeleitet werden. Zusätzlich müssen 
noch die Auswirkungen der Lotkrümmung berücksichtigt werden. Außerdem muß 
man die im allgemeinen unbekannten Abstände Ni des Geoids vom Bezugsellip= 
soid kennen. 

Man kann auch direkte Höhenf ormeln für das Geoid ers tellen. In all 
diesen Formeln sind entweder einzelne Glieder unbekannt oder nur sehr um= 

ständlich zu berechnen. Es wird daher versucht, schließlich für die pra.lc= 
tische Anwendung brauchbare Näherungen zu erhalten. 

10, 2 Vertikalwinkelmessungen, gemessene Schrägstrecken 

Wendet man auf das Dreieck Pi-M(N)-Pk in Abb. 2 . 1  den Sinussatz an ,  

erhält man nach einigen Umformungen die zu Gleichung (5.1) korrespondierende 
Gleichung: 

( Yi,�(N)) [ ] [ ] cos zi ,k+ 6i ,k- - Rk(N)- Ri (N) + Ii (EM) - zk(EM) 

• • • • • (10. 1) 

Die Auswertung dieser Formel für den geoidischen Höhenunterschied 
stößt allerdings auf Schwierigkeiten. Die Differenz [Rk(N) - Ri(N) ] ist im 
allgemeinen unbekannt, sie kann zwar durch die Differenz (Nk- N

i) der A"b7 
stände des Geoids vom Ellipsoid näherungsweise ersetzt werden [siehe Glei= 
chung (10.10) ] ,  die j edoch gleichfalls im allgemeinen unbekannt 1st. Der 
Zentriwinkel Yi,k(N) ist gleichfalls nicht bekannt, er kann aber aus Glei= 
chung (2.30) abgeleitet werden, wenn die Lotabweichungen E .  k und E:.. • · 1,  K, 1 
gegeben sind. Der aus Gleichung (10.1) resultierende Höhenunterschied ist 
zusätzlich noch bezüglich der Lotkrümmung zu verbessen:1.. 

Die verwendeten Vertikalwinkel müssen auf die Höhenbezugspunkte der 
elektronischen Streckenmessung reduziert sein, daher sind in der Formel 
(10.1) auch die Instrument- und Zielhöhen der Streckenmessung enthalten. 

Man kann nun andererseits auch von Gleichung (3 •. 7) ausgehen und den 
um die Lotkrümmung verbesserten H-Onenunterschied nach (5.1) einsetzen: 

b.G. k= 1 ,  
• • • • • (10. 2) 
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Wegen der Kleinheit der Korrekturwinkel kann man den Kosinus ent= 

wickeln und Gleichung (10.2) genähert auch so darstellen: 

s
i,k(M) • cos zi , k- s

i,k(M) • sin 

- (Nk - Ni) + [Ii (EM) - zk(EM)
J 

z . k• (0 .  k+ E .  k+ 
i ,  i ,  1 ,  

1 Yi,k(E) ) Ei,k- 2 

• • • • •  (10.3 )  

lo , 3  Vertikalwinkelmessungen, horizontale Strecken aus Koordinaten 

Wollte man eine zu Gleichung (5 .2) analoge Formel für geoidische 

Höhenunterschiede unter Verwendung von horizontalen Strecken ableiten, 

müßte man die aus Koordinaten ermittelte horizontale Strecke. erst auf das 

Geoid reduzieren, woraus sich zusätzliche Schwierigkeiten ergeben. 

Man ka:nn j edoch auch hier wieder von der Gleichung (3 .7) ausgehen, 

in die der bezüglich der Lotkrümmung verbesserte Höhenunterschied nach 

Gleichung ( 5�2) eingesetzt wird: 

Yi,k(E) 
2 ) -(Nk-Ni) +[Ii (Th) -Zk(Th) J 

• • • • •  ( 10.4) 

Auch hier kann man eine Näherung ableiten, indem man die Kotangente 

nach Taylor entwickelt : 

l0,4 Vertikalwinkelmessungen, Schrägstrecken aus Koordinaten 

• • • • •  (10. 5) 

Wie im Unterabschnitt 10, 7 gezeigt wird, ergeben sich bei der Berech= 

nung geoidischer Höhenunterschiede aus horizontalen Strecken gewisse Schwie= 

rigkeiten. Es erscheint daher als zweckmäßig, auch dann, wenn keine gemes= 

senen Schrägstrecken vorliegen, für die Berechnung geoidischer Höhenunter= 

schiede die auf Schrägstrecken beruhenden Formeln zu verwenden. Hiefür 

müssen aus den Koordinaten und den ellipsoidischen Höhen der Visurendpunkte 

erst die zu der Vertikalwinkelmessung zugehörigen Schrägstrecken berechnet 

werden. 

Als Näherungswert könnte man hiefür das Ergebnis aus Gleichung (2 .25) 

verwenden. Einen. genaueren Wert erhält man jedoch, wenn man aus dem Dreieck 

Pi-Pk(i)-Pk in der Abb. 2 .1  die Schrägstrecke s
i ,k  nach dem Kosinussatz 

errechnet : 
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• • • • • (10. 6) 

(10. 7) 

Bei längeren Strecken kann man das Reduktionsglied bezüglich der Pro= 
j ektionsverzerrung noch verfeinern: 

2 2 
Y1 + Y1 • Y2 + Y2 

6 • R2 

In Gleichung (10�2) bzw. (10.3) ist dann die gemessene Schrägstrecke 
si , k(M) durch die aus Koordinaten abgeleitete Schrägstrecke si,k(K:r,z) 
nach Gleichung (10�6) zu ersetzen. Dem entsprechend muß auch [Ii (EM) - Zk(EM) ] 
durch [Ii (Th)- Zk(Th) J ersetzt werden� 

10, 5 Zusammenhang zwischen Gleichung (5.1) und Gleichung (10.1) 

Setzt man Gleichung ( 5.1)  in Gleichung ( 3 .7) ein, wobei die ellipso= 
idische Zenitdistanz durch Gleichung (2.27) ausgedrückt wird, kann man die 
Verbindung mit Gleichung (10�1) herstellen, wenn dort Yi , k(N) durch Glei= 
chung (2030) ersetzt wird„ In beiden Gleichungen kann man die Näherung (408) 
einführen, außerdem ist noch die Lotkrümmung zu berücksichtigen: 

• • • • • (10. 8) 

Diese Gleichung kann man weiter umformen, bis sich die folgende 
Näherung ergibt :  

. . . . . (10.9)  

Das zweite Glied auf der rechten S eite von Gleichung (1009) hat bei 
einer ·Seitenlänge von 10 km und einem a.:igenommenen Wert von 2c für die halbe 
Differenz der beiden Lotabweichungen eine Größenordnung von rund 3 mm und 
kann daher vernachlässigt werden. Somit ist letztlich der Zusammenhang zwi= 
sehen den beiden Ausgangsgleichungen genähert gegeben durch 
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Dies ist eine Bestätigung für die Ungleichung (2 .12f. 

Die Differenz Nk - :tI .  
1 

• • • • •  (10.10) 

Die Größen N .  stellen die Abstände des Geoids vom Bezugsellipsoid in 1 
Richtung der Ellipsoidnormalen durch die Geländepunkte P. dar (siehe Abb. 2 .1) . 1 
Wie bereits im Unterabschnitt 3,1  erwähnt , kann die in Gleichung (3 . 2) für 

die Höhen abgeleitete Näherung mit noch größerer Berechtigung auch für die 

�bstände Ni übernommen werden, so daß sie praktisch identisch sind mit den 

Erhebungen des Geoids über dem Ellipsoid. 

Die Erhebungen N . des Geoids über dem Ellipsoid können durch ein astr0= 1 
nomisches oder ein astronomisch-gravimetrisches Nivellement ermittelt werden, 
man erhält sie aber auch als Differenz zwischen den zugeordneten ellipsoi= 

dischen und geoidischen Höhen. 

Da in Österreich nur ein Gebrauchshöhensystem vorliegt und keine ellip= 

soidischen und echt geoidischen Höhen vorliegen, konnte bisher die Differenz 

Nk 
- N1 nicht berücksichtigt werden� WUNTIERLIN hat nun z .  B.  in [73] für den 

Bereich der Heerbrugger Basis ellipsoidische und geoidische Höhen ausgewie= 

sen und daraus die Geoiderhebungen Ni abgeleitet. Für die in diesem Netz ge= 

messenen Zenitdistanzen mit Visurweiten von rund 5 km bis etwa 17 km haben 

die .LJifferenzen (Nk - N . )  Werte zwischen o, oo m und 0, 64 m. Die auf einem - 1 
Standpunkt gemessenen Z enitdista.nzen weisen große Unterschiede in den zuge= 

hörigen (Nk 
- Ni) -Werten auf. WUNTIERLIN weist in [73]  auch darauf hin, daß 

zwischen den Punkten 11Basis Nord" und "Hoher Freschen" auf eine Entfernung 

von rund 14 km das Geoid um fast einen Meter ansteigt. 

Aus der Tabelle in [ 73 ]  mit der Zusammenstellung der verschiedenen 

Höhen ersieht man, daß die konventionell berechneten Höhen vergleichsweise 

eine gu.te Übereinstimmung mit den geoidischen Honen zeigen, was man als 

Bestätigung für die im Unterabschnitt 10,7 vorgeschlagene Näherungsmethode 

werten kann� 

Wie schon im Untera.bschni tt 9 ,4  erwähnt wurde, kann bei einer ge= 

näherten Ermittlung der geoidischen Höhenunterschiede n�ch Unterabschnitt 

10, 7 auf die B�stimmung der Differenz (Nk - Ni) verzichtet werden. Nur 

dann· ist die Berechnung dieser Differenz notwendig, wenn man ausgehend 

von ellipsoidischen Höhenunterschieden die geoidischen Honenunterschiede 

ableiten will. 
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10, 7 Genäherte geoidische Höhenunterschiede aus gegenseitigen Vertikal= 
winkelmessungen 

10, 71 

Auf dem Wege zu einer Näherungsmethode für die Berechnung geoidischer 
Höhenunterschiede wird vorerst die Differenz zwischen einem nach konventio= 
neller Art berechneten Höhenunterschied Lilli,k und einem geoidischen Höhen= 
unterschied t::,.G .  k untersucht . 

i ,  

F ür  diesen Vergleich wird der geoidische Höhenunterschied nach Glei= 
chung (10.2) verwendet und zwar in der durch Gleichung (10.3) gegebenen 
Näh_erung. 

Bei der Berechnung des konventionellen Höheuunterschiedes geht man 
von Gleichung (5 �1) aus ,  in der statt der ellipsoidischen Zenitdistanz f i ,k 
die um einen genäherten Refraktionswinkel 6 ! k verbesserte gemessene Z� i, ·. 

nitdistanz z .  k verwendet wird. Wenn man dies analog zu Gleichung (10. 2) 1, 
entwickelt, erhält man mit ausreichender Näherung 

Die Differenz zwischen dem geoidischen Höhenunterschied 6.Gi,k und 
dem konventionellen Hönenunterschied L:ili! k beträgt dann 

J. ' 

b.G. k- L:ili !  k= - s. k(�•) • sin z .  k" (6� k+ E .  k+ E! k) - (Nk- N . ) • • • • •  (10012) 
i, i, i , .w. 1 ,  i ,  1, i ,  J. 

dar : 
Hierin stellt 6� k den noch verbliebenen restlichen Refraktionswinkel 

1 ,  

6 . k = 6 ! k + 6'! k 1 ,  1, . 1 ,  
(10.13) 

Refraktionsein:fluß und Ein:fluß von Lotabweichung und Lotkrümmung 
werden nun getrennt : 

- 6i ,k(M) 0 

- (Nk - Ni) 

(E .  k+ E !  k) -
i ,  1,  

• • • • •  (10.14) 

Nun wird ein Zusammenhang zwischen der Summe E .  k+ E! k von Lotab= i, 1, 
weichung und Lotkrümmung und der Differenz (Nk- Ni) hergestellt. Dazu wird 
in Abb. 10.l die Ellipsoidsehne si,k(E) bis zum korrespondierenden Punkt 
Pi ( G) auf dem Geoid parallel verschoben. Man erhält dann den Winkel Ei ,k 
zwischen der Parallelen zur Ellipsoid.sehne und der Geoidsehne. Er s etzt 
sich zusammen aus dem Lotabweichungs- �d Lotkrümmungsanteil im Punkt Pi' 
Ei,k+ Ei,k' vermehrt um den halben Zentriwinkel � • Yi ,k(E) (zwischen der 
Tangente an das Ellipsoid und der Ellipsoidsehne) ,  vermindert um den Winkel 

�- k zwischen der Tangente an das Geoid und der Geoidsebne :  
J. ' . 
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• • • • • (10. 15) 

I 
/ 

/ 

Wegen der Kleinheit des Winkels 

s .  k und des relativ geringen Betrages 
l. '  

der Differenz (Nk- Ni) , im allgemeinen 

/ p 
illl Bereich einiger Dezillleter, kann man 

�__.Mii-_, '<CC.) in Abb0 1001 den Winkel zwischen den 

,.r--__,- _ 5 '.·,1<(C\ 
P. c; 
/(r.J s .; 1<:  , 

Seiten si,k  und (Nk- Ni) genähert als 

rechten Winkel betrachten. Damit ist in 
ausreichender Näherung � p \ lf.Ne1 s ,'.JcrsJ - / p ( ) -

I {€) .2. i<(E) Nk - N . � s . k • Ei k \ 
/ J. i , _, ' 

• • ••• (10.16) 

\ / \ / \ / 

Hier ist noch Gleichung (10.15) einzu= 

führen. Der Fehler, der sich daraus ergibt ,  

welche horizontale Strecke man für die Glei= \ / 
\ t:,HI?',/ chung (10.16) nimmt, si ,k(E) , si ,k( G) , si ,k(�) 

Abb. 10�1 t oder die in der Abb0 1001 eingezeichnete Dreiecksseite t-t s. k' ist in der Auswirkung auf die Differenz (Nk- N . ) / i ,  l. b Mr5) klein von zweiter Ordnung und kann daher vernach= 

lässigt werden� 
Unbekannt ist hierbei nur der Winkel l:::E:. . k zwischen der Tangente an 

i ,  
das Geoid illl Punkt Pi (G) und der Geoidsehne sj_ , k(G) " An sich müßte es mög= 

lieh sein, in ähnlicher Art und W eise, wie dies MORITZ in [ 56 ]  und [ 57 ]  
für die Lichtkurve im Zusammenhang mit der Berechnung des Refraktionswinkels 

gemacht hat, auch für die Schnittkurve des Geoids , wie sie in Abb. 1001 
dargestellt ist ,  eine Differentialgleichung aufzustellen. Der Winkel /::,E . k l. '  
könnte dann durch eine Integration über den gesamten Weg von Pi (G) nach 

Pk(G) errechnet werden� Für die Rückvisur von Pk nach Pi müßte dann durch 

eine neuerliche Integration über den Weg von Pk(G) nach Pi (G) der im allge= 

meinen von &. k als verschieden anzunehmende Winkel l:::E:.k • berechnet werden� 
i ,  , i  

Für di e  praktische Durchführung der Vertikalwinkelmessung im Rahmen 

eines normalen Feldarbeitsbetriebes ist j edoch aus wirtschaftlichen Gründen 

die als Voraussetzung für eine solche Integration notwendige Datenerhebung 

entlang des Visurweges nicht durchführbar, weshalb hier auch die dafür 

notwendige Ableitung nicht durchgeführt wird. 

Um für die Differenz (Nk- N . ) einen positiven Wert erhalten zu können, . J. 
muß die Lotabweichung E .  k entsprechend der Definition, wie sie nach Glei= i, 
chung (2�27) eingeführt wurde, einen negativen Wert haben. Die Folge davon 

ist , daß das zweite und dritte Glied auf der rechten S eite von Gleichung 

(10.14) sich teilweise gegenseitig aufheben, wenn man Gleichung (10016) 
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unter Berücksichtigung von Gleichung (10.15) einführt. Hierbei muß aber 
noch genähert ges etz-t werden: 

si , k(M) • sin z1. , k  � s ( ) _ i ,k  �r • • • • • ( 10. 17)  

Dies verursacht , wie bereits erwähnt, nur einen Fehler, der klein 
von zweiter Ordnung ist� Man erhält dann 

'.\G AU! s:n Yi,k(E) 
L i , k- '-"--'i , k= - si , k(�11) • ui, k- si,k(EM) • 2 + si ,k(�11) • 6.E::i , k  

• • • • • (10. 18) 

Beim Vorliegen von nur einseitigen Vertikalwinkelmessungen ist dies 
die Differenz zwischen dem geoidischen und dem konventionellen Höhenunte= 
schied. Hierin kann das Krümmungsglied noch berechnet werden, während die 
beiden anderen Glj.eder unbekannt sind. 

Liegen hingegen gegenseitigeVertikalwinkelmessungen vor, kann man er= 
warten, daß der durch Gleichung (10018) definierte Fehler weitgehend ve= 
ringert wird. Der Fehler zwischen dem Mittelwert des geoidischen Höhen= 
unterschiedes aus Hin- u..>J.d Rückmessung und dem entsprechenden Mittelwert 
des konventionellen Höhenunterschiedes ist dann gegeben durch: 

- 1 ( 1 1 ) - 1 ( "" 
? • &I. k- &lk . - - 2 ° 

s . k(R_) • u .  k-- i, ' l  i ,  ]K i ,  

+ � • si ,k (\r) •  (&i , k- 6.E::k,i) 

o"k .
) + ' ).  

(10. 19) 

Das in Gleichung (10.18) enthaltene Krümmungsglied fällt bei der 
Bildung des Mittels aus Hin- und Rückmessung heraus . Das erste Glied auf' 
der rechten Seite  von Gleichung (10.19) beinhaltet die Differenz der ver-;' 
bliebenen restlichen Refraktionseinflüsse auf beiden Visurendpunkten. Das 
zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10.19) stellt nun den 
eigentlichen Fehler der konventionellen Höhenunterschiedsberechnung gegen= 
über dem geoidischen Höhenunterschied dar. Im allgemeinen vermutet man beim 
Geoid eine positive Krünmnu1g, es wird daher der Faktor (& . k- 6E. . ) die i, 11:, 1 
tatsächliche Differenz zwischen diesen beiden Winkeln beinhalten, wodurch 
das gesamte zweite Glied als im allgemeinen sehr klein zu betrachten is�. 
Nimmt man für diese Di:fferenz einen Wert von lOcc an, erreicht dies.es Glied 
bei einer Seitenlfinge von 10 km eine Größe von 8 mm, ein Betrag, der im 
allgemeinen kleiner sein wird als das Glied, das den restlichen Refraktions= 
einfluß beinhaltet� 

Die Gleichung (10�19) bedeutet nun praktisch, daß bei d�r Hö"h.enunte= 
schiedsbere..chnung mit Gleichung (5.1) , -also bei Verwendung von Schräg= 
strecken, unt er der Voraussetzung einer möglichst guten Erfassung der Re= 
fraktionseinflüsse, aber ohne Berücksichtigung des Einflusses von Lotab= 
weichung und Lotkrümmung und ohne Angabe der Differenz (Nk- ni ) das Mittel 
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aus dem Höllenunterschied von Hin- und Rückmessung bei gegenseitig gemes= 
senen Vertikalwinkeln praktisch mit hinreichender Genauigkeit dem geoi= 
dischen Höhenunterschied gleich gesetzt werden kann. Liegt keine elektro= 
nisch gemessene Schrägstrecke vor, dann ist hiefür eine aus Koordinaten 
und ellipsoidischen Höhen abgeleitete Schrägstrecke nach Gleichung (10. 6) 
zu verwenden. 

BRUNNER hat in seiner Dissertation [ 9 ]  aus einer anderen Ableitung 
ein ähnliches Ergebnis erhalten, er leitet aber daraus zum Teil etwas 
andere Schlüsse ab. 

Y.e��.§:.�v.2_n_h.2_rj,_z....Qn,ia.1.e.!!. �tl:e.Q.k§l_ 

Verwendet man für diese Untersuchung horizontale Strecken, verwendet 
man für die Differenz zwischen dem geoidischen Höhenunterschied und dem 
konventionell errechneten Höhenunterschied einerseits die Gleichung (10. 5) , 
andererseits die aus Gleichung (5�2) durch eine Entwicklung nach Taylor 
abgeleitete Höhenformel: 

si ,k(R_) y. k(E) 
�I,k� si ,k(�) � cot zi,k- . 2 llJI. � (61,k- i ,2 ) + (Ii- zk) • • • • •  (10.20) 

sin zi,k 
Die Differenz zwischen den Gleichungen (10. 5) und (10.20) ergibt die 

zur Gleichung (10�12) korrespondierende Gleichung: 

t:>.G. k- .6H! k= i , i , E! k) - (Nk- N . ) i , l. • • • • •  (10.21) 

Der in Gleichung (10�21) enthaltene Faktor l/sin2z . k hat zur Folge, i ,  
daß nur bei horizontalen Visuren der gleiche Effekt wie bei Gleichung (10.14) 
auftritt. Bei steileren Visuren wird j edoch der Fehler zwischen der geoidi= 
sehen und der konventionellen Höhenunterschiedsermittlung größer sein als 
bei der Verwendung von Schrägstrecken, worauf gleichfalls BRUNNER in seiner 
Dissertation [ 9 ]  bereits hingewiesen hat. 

Gleichung (10�21) wird nun so umgeformt, daß Gleichung (10.16) direkt 
anwendbar ist. Dazu wird auf der rechten Seite von Gleichung (10. 21) 
Glied si ,k(�) · (Ei ,k+ Ei,k) addiert und wiederum subtrahiert: 

si ,k(�) 8i ,k(�) 
t:>.G. k- .6H! k= - . 2 . o" .  k- [ 2 - 84 k(R_) ] . (E .  k+ E! k) -i ,  i , · sin z. i , sin ... , � i , i ,  i,k zi ,k  

das 

Yi,k(E) 
- 8i,k(�) · 2 + 8i,k(�) · t:>.Ei,k . . . . . (10. 22) 
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Den wesentlichsten Unterschied zwischen den Gleichungen (10.18) und 
(10. 22) bildet das zweite Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10. 22) . 
Durch Herausheben von si ,k (�) kann dieses Glied umgeformt werden : 

3i, k(E.M) 2 
i>G. k- &I! k= - . 2 . o'i! k- s . k(R ) • cot z . k" (s. k+ s !  k) -J. '  J. '  SJ.n Z . ' J. '  -li! J. '  J. ' J. ' 

10, 73 

i , k  

• • • • •  (10. 23) 

Beim Vorliegen gegenseitiger Vertikalwinkelmessungen erhält man die 
zur Gleichung (10 .19 ) korrespondierende Gleichung: 

Hierin wurde mit hinreichender Genauigkeit sin2z • sin2z und i9k= k, i 
t2 • t2 t t co zi , k= co zk,i  gese z • 

Das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung (10.24) zeigt bei 
starker Visurneigung bereits ein etwas anderes Ergebnis als in Gleichung 
(10.19) 0 Die wesentlichste Auswirkung hat j edoch das zweite Glied auf der 
rechten Seite von Gleichung (10.24) , wo der Einfluß von Lotabweichung und 
Lotkrümmung mit dem Quadrat der Aotangente der Zenitdistanz multipliziert 
wird. Es wird also vor allem bei steileren Visuren ein relativ großer Un= 
terschied zwischen dem geoidischen und dem konventionell berechneten Höhen= 
unterschied auftreten. 

Aus den beiden. vorhergehenden Unterabschnitt en ergeben sich für die 
praktische Feldarbeit gewisse Folgerungen. 

Die in Gleichung (10�19) enthaltenen Reduktionswinkel 6E::i ,k  und 6E::k, i 
werden im allgemeinen immer kleiner werden, j e  kürzer die Visurlängen s .' k J. '  
sind. Es wird dann auch ihre Differenz sich immer mehr der Null nähern. 
Durch kürzere Visuren wird außerdem auch eine starke Verringerung der Re= 
fraktionseinflüsse  erreicht. Es ist daher nach Möglichkeit anzustreben, im 
allgemeinen für die Berechnung von geoidischen Höhenunterschieden nur die 
im Triangulierungsnetz 5. Ordnung auftretenden Visuren von etwa lkm bis 2 km 
Länge hera.n;<;uziehen und weitere Visuren nur dann zu verwenden, wenn keine 
andere Möglichkeit vorhanden ist. 
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Wie die Gleichung (10�24) zeigt, können Höhenunterschiedsberechnungen 
unter Verwendung von horizontalen Strecken nur bei nahezu horizontalen 
Visuren als genähert geoidisch betrachtet werden. Bei Steilvisuren sind 
größere Fehler gegenüber den geoidischen Höhenunterschieden zu erwarten. 

Um nun ohne Berücksichtigung der Lotabweichungs- und Lotkrümmungs= 
ei:ilflüsse und ohne Kenntnis der Differenz (Nk- Ni) gut genäherte geoidiscrre 
Höhenunterschiede ableiten zu können, sind also einige Voraussetzungen not= 
wendig. Es müssen unbedingt gegenseitig gemessene Vertikalwinkel vorliegen, 
nur einseitig vorhandene Vertikalwinkelmessungen dürfen nicht verwendet 
werden. Für die Höhenunterschiedsberechnung sind unbedingt Schrägstrecken 
zu verwenden. Sind keine gemessenen Schrägstrecken da, sind aus den Koo= 
dinaten und den ellipsoidischen Höhen der Visurendpunkte nach Gleichung 
(10�6) die zu der Vertikalwinkelmessung zugehörigen Schrägstrecken abzu= 
leiten. Hierbei ist zu beachten, daß für die Hin- und für die Rückmessung 
im allgemeinen verschieden g:r.-oße Schrägstrecken zu erwarten sind, wegen 
der unterschiedlichen Instrument- und Zielhöhen� S chließlich sind die ge= 
messenen Vertikalwinkel möglichst gut bezüglich der Refraktion zu korri= 
gieren. Für eine möglichst gute Ermittlung der Refraktionswinkel ist j edoch 
die Kenntnis der in den Beobachtungsstandpunkten wirksamen Lotabweichungen 
notwendig� 
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11 GEOMETRISCHES NIVELLEMENT ALS s mmERFALL DES TRI GONOMETRISCHEN NIVELLEMENTS =========================================================================== 

Das geometrische Nivellement kann als Sonderfall des trigonometrischen 

Nivellements betrachtet werden, für den die gemess ene Z enitdistanz mit 
z .  k = lOOg einzuführen i s t .  

i ,  

Es wird nun entsprechend dem Arbeitsablauf beim geometrischen Nivelle= 

ment di e Formel für die trigonometrische Höhenmes sung angewendet. Vom Stand= 
punkt Pi aus wurde der RUckblick PR und hernach der Vorblick PV angezi elt. 
Der Gesamthöhenunterschied von PR nach PV ergibt sich als Differenz des HÖ= 
henunterschiede s  von Pi nach PV weniger dem Höhenunt erschied von Pi nach PR. 
Bei Verwendung gemess ener S chrägstrecken kann man von Gleichung (10.3 )  aus= 
geh:en, j edoch ohne Lotkrfunrnungsantei l ,  da auch b eim geometrischen Nivelle= 
ment die Lotkrümmung erst später berücksichtigt wird. 

• • • . •  (11.1) 

W endet man hi erauf die Gleichung (10016) an, kann man wegen der geringen 
Punktentfernungen beim geometrischen Nivellement das Ellipsoid und das Geoid 
durch eine praktisch mit der j eweiligen S ehne identischen Gerade ersetzen. 
Bei einer Entfernung von rund 113 m weicht die in Abb 0 10.l dargestellte 
S chnittkurve des Ellipsoids von der s ehne erst um 1 mm ab. Es können daher 
der halbe Z entriwinkel und der Reduktionswinkel t:E. .  k praktisch vernach= 

J.. ' 
lässigt werden. 

Für den Fall des geometrischen Nivellements ist außerdem 

z .  V = z .  R = lOOg 
i ,  i ,  

Damit erhält nun die Gleichung (11.1) folgende Form: 

6.GR ,v= (ZR- Zv) � 8i , R (M) 0 

Yi ,V(E) 
+ si , V(M) • 2 

- - Yi ,R(E) 
+ öi,R- si ,V (M) • öi , V- si ,R (M) 0 2 

(n.2) 

(ll.3) 

Diese verein:facht e Form gilt nur dann, wenn wie b eim geometrischen 
Nivellement die Bildkurven des Ellipsoids limd des Geoids durch Gerade 
ers etzt werden können� 

Sind die S eiten si ,V(M) und si , R (M) gleich lang, wie es beim geome= 
trischen Nivellement angestrebt wird, fallen die KrÜI!lJllungsglieder heraus . 
Ans onsten wird nur die Differenz dieser beiden Glieder wirksam. Bei der 

A efraktion ist di e Differenz der beiden Refraktionswinkel wirksam. 
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Das entscheidende Glied für die Höhenunterschiedsbestimmung ist 
selbstverständlich die Zielhöhendifferenz (ZR- Zv) • 

Die Gleichung (ll� 3)  z eigt , daß das geometrische Nivellement nur 
ein Sonderfall des trigonometrischen Nivellements ist, für den die 
Gleichung (ll„2) gilt bei sehr l.-u:rzen Zielweiten. 

Bei Verwendung horizontaler Strecken kann man auch von Gleichung 
(10. 5) ausgehen, woraus man die zu Gleichung (ll .l) analoge Gleichung 
erhält:  

g Yi,V(E)) ,c,.<\, v= si,V(�) · cot( lOO + oi ,V+ €i,V- 2 + (Ii- Zv) - (NV- Ni) -

( g Yi,R(E) ) - si ,R(�) • cot 100 + oi,R+ €i,R- 2 - (Ii- ZR) + (NR- Ni) 

• • • • • (11.4) 

Da cot(lOOg
+ � � .  ) = - tan( • • •  ) ist, kann wegen Kleinheit der 

durch die Punkte dargestellten Winkelkombination die Tangente durch den 
Bogen ersetzt werden� So kommt man schließlich w:l.eder auf die durch die 
Gleichung (11�3) ausgedrückte Endform. Da beim geometrischen Nivellement 
immer eine horizontale Visur vorliegt, erhält man das selbe Ergebnis ,  
unabhängig davon, ob man von Schrägstrecken oder von horizontalen Strecken 
ausgeht. 
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12 ERMITTLUNG VON REFRAKTIOl� mm LOT.ABWEICHUNG AUS GEGENSEITI GEN ============================================================= 
VERTIKALWilTKELM3SSU11TGEN ==================�=== 

12, 1  Allgemeines 

Liegen in einer B erechnungsgruppe fast auss chließlich gegenseitig 
gemessene Vertikalwinkel vor, können durch eine getrennte Ausgleichung 
vor der Berecbnurig der Höhenunterschiede und vor der Ausgleichung der 
Eöhen die Verbesserungen der Refraktionskonstanten und die Dotabweichungs= 
komponenten bestimmt werden. Hiefür müssen die gegenseitig gemessenen Ver= 
tikalwinkel j eweils dieselben Stand- und Zielpunkte haben und außerdem für 
di e Hin- und Rückmessung auf die selben Höhenbezugspunkte reduziert sein. 

Sollen in einer B erechnungsgruppe auch Lotabweichungskomponenten be= 
stinrrnt werden, müss en  wen:igste.ns für zwei Punkte die Lotabweichungskompo= 
nenten vorgegeben s ein� Diese Punkte sollen möglichst weit auseinander 
li egen, damit man eine Lotabvreichungsinterpolation e=eicht. Das Ergebnis 
wird U.I!lso besser s ein, j e  mehr Punkte mit bekannter Dotabweichung in die 
Ausgleichung einbezogen werden können, da im Rahmen einer solchen Ausglei= 
chung eine echte Trennung der Refraktions- und Lotabweichungseinflüss e  
nur sehr bedingt möglich ist. 

Die Gleichung (2 �28) wird für die Ermittlung der Refraktionswinkel 
und der 1otabweichungsanteile etwas umgruppiert: 

• • • • •  (12 . 1) 

Die linke S eite der Gleichung (12.1) ist bekannt. Für die Summe der 
beiden Refraktionswinkel kann eine der Gleichungen (8.9)' ,  (8 .10) oder 
(e .11) eingeführt werden, die Lotabweichungsanteile werden 
( 9 . 3 )  ausgedrückt. Damit wird Gleichung (12 .1) zu 

yi2k(E) k.  ·� 
Yi, k (E) - (zi , k+ zk, i) = ( . 1 + 1/ + 2 . sin zi , k  sin zk . , 1 

+ f i 0  cos a. k+ � · · sin 
1 , . 1 ai , k+ f k. cos � , i+ tlk· sin � . , 1 

durch Gleichung 

) + 

. . . . . (12. 2) 

Die Refraktionswinkel können auch durch eine der anderen angeführten 
Gleichungen ausgedrückt werden. J e . nach der Situation werden alle oder nur 
einige der Glieder von Gleichung (12.2) verwendet. 
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12, 2  Einfache Berechnung durch Mittelbildung 

In einzelnen Fällen mag es ausreichend sein, aus Gle�chung (12 0 1) 
unter Vernachlässigung des Lotabweichungseinflusses die Refraktionswinkel 
zu berechnen und daraus für eine Berechnungsgruppe durch einfache Mittel= 
bildung einen mittleren Refraktionskoeffizienten abzuleiten. 

Für die einzelnen gegenseitigen Vertikalwinkelmessungen erhält man 
aus einer der Gleichungen (8.4) , (8.7) oder (8.8) den zugehörigen Refrak= 
tionskoeffizienten, abhängig davon, ob gemessene Schrägstrecken oder nur . 
horizontale Strecken vorliegen: 

k. = 
l. 

(occ 0cc ) 
. 

i,k � k, i • Ri(E) 
cc Q 0 si ,k(M) 

(o?e + occ
. ) 1,k k,:t. sin z .  k i ,  

• • • • • (12 .3 )  

• • • • • (12.4) 

Hiefür s ei ein Beispiel angeführt, für welches die Vernachlässigung 
der Lotabweichungsanteile nicht mehr zulässig ist. Im Triangulierungsoperat 
St-270/1969 wurden z .  B. auf dem Kartenblatt 98 zwischen einigen Punkten 
Strecken- und Höhenwinkelmessungen durchgeführt.  In der Tabelle 9 wurden 
die aus Gleichung (12�1) unter Vernachlässigung der Lotabweichung ermittelte 
Summe der .t1. efraktionswinkel und di.e daraus nach Gleichung (12�3) abgeleiteten 

· , -
Refraktionskoeffizienten zusa.mmengestellt: 

Von-nach · Höheni= � 6'""' ki � o
ce � 

c:cc 
winkel aus (12.1) aus :{ 2 . 3) ans . (8 . 4) aus (12 .1) 

87- 94 Og68c + 12 , 3  0, 1627 + 9 , 83 + 2, 5 
92-169 13g85c � 96, 6 0, 2422 + 51 ,85  + 44, 7 
92-171 5g34c + 98,2  0,3255 + 39, 22 + 59 , 0  
94-147 7&rl0 + 39 ,7  0,1757 + 29 , 38 + 10, 3 
94-169 10g53C + ·128 , 4  0, 2461 + 67, 83 + 60, 6 

94-171 3g89C + 127 , o  0,3087 + 53 , 49 + 73 , 5  

Tabelle 9 

Aus den k-W erten, die den gegenseitigen Vertikalwinkeln von . und nach 
einem Punkt zugeordnet sind, kann man für j eden Punkt einen Mittelwert 
berechnen, ebenso auch ein .Gesamtmittel: 

Punkt n k Mittel Punkt n k Mittel Gesamtmittel 

87 1 0,1627 147 1 0,1757 k =  0,2435 
92 2 0, 2838 169 2 0, 2442 
94 4 0, 2233 171 2 0,3171 

Die so errechneten k-Werte sind dnrch Lotabweichungseinflüss e ver= 
fälscht, sie enthalten ab er auch noch andere Fehlereinflüsse. 
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B erechnet man andererseits aus Gleichung ( 8 0 4) mit dem angenommenen 
W ert k = 0,13 di e Summe der beiden Refraktionswinkel, in Tab elle 9 in 
der vorletz t en  Spalte ausgewi esen, erhält man aus Gleichung (12 . 1) die 
Sumoe der beiden Lotabweichungsa.nteile von Hin- und Rückmessung. 

Da auf diese Weise ohne zusätzliche Angaben eine exakte Trennung der 
beiden Einflüss e, Refraktion und �otabweichung, nicht möglich ist, kann 
man damit im allgemeinen nur einen groben Überblick erhalten� 

1 2 , 3  Fehlergleichungen 

Bringt man in der Gleichung (1202)  aus Unterabs chnitt 12 , 1  alle Glieder 
auf _die linke S eite, wird sich nach der Ausgleichung im allgemeinen ein von 
Null verschiedener Restfehler v. k ergeben. Daraus erhält man die für die . 1, 
Ausgleichung notwendige F ehlergleichung: 

cc cc 
cc Yi,k(E) k _ Yi, k(E) _ cc cc v . k= - 2 . • . 2 . • k c . •  cos a:. k- '7 . •  sin a: .  k-1 ,  0 sin z .  k 1 . sin zk . -K r 1 1, 1 1 ,  1 ,  , 1  

cc cc . [ - j k • cos �,i- ''lk • sin �, i+ ·rr + Yi , k(E) - ( z .  k+ zk . )  J°c 
1 ,  , 1  

• • • • •  (1 2 . 5) 
Je nach der Situation sind für die betreffenden gegenseitigen Vertikal= 

winkelmessungen von der Fehlergleichung (12.5) alle oder nur einzelne Glie= 
der in die Ausgleichung einzuführen. S ollen für e inz elne S tandpunkt e auch 
Lotabweichungskomponenten bestimmt werd en, müs s en wenigstens für zwei mög= 
liehst weit aus einander liegende Punkte die Lotabweichungskomponenten Ji 
und rz. i gegeb en s ein. 

12 , 4  Gewichte 

Zur B erücksichtigung der Gewichte ist es zweckmäßig, vor dem Aufst ellen 
und Auflösen der Normalgleichungen j ede einzelne Fehlergleichung (12. 5) mit 
dem zugehörigen W ert �Pi , k  z u  multiplizieren. 

Da es derz eit noch nicht allgemein möglic h  ist, die Refraktionswinkel 
6 .  k direkt durch Messung zu erhalten, müssen s i e  genähert aus mehr oder 

1, 
weniger gut bestimmten Refraktionskoeffizienten abgeleitet werden. Es er= 

scheint daher als zweckmäßig, in Anlehnung an [ 74] für die Vertikalllhkel= 
messungen vier Genauigkeitsstufen einzuführen, abhängig von der durchschnitt= 
liehen Bodenentfernung der Visuren. Jeder Genauigkeitsstufe wird ein W ert 
� für die Unsicherheit der Refraktionskonstanten zugeordnet . 

In [ 7'1 ]  ·wurden di e vi er Genauigkeitsstufen durch die nachstehend zu= 
sammenges tellten durchs chnittlichen Bodenabstände der Visuren defini ert und 
es wurden ihnen folgende Werte für � zugeordnet : 
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Stu:fe durchsclm.0 Bodenabstand � 
1 mehr als 150 m + 0, 05 
2 zwischen 30  m und 150 m + 0, 15 -

(12 . 6) + . . . . . 
3 zwischen 5 m und 30  m - 0,25 
4 bis höchstens 5 m + 0, 50 -

Um den mittleren Fehler einer ellipsoidischen Vertikalwinkelmessung 

zu erhalten, wird Gleichung (2 .27)  differenziert . Der Refraktionsw:hkel ö1 k ' ' 
wird durch Gleichung (8 .15) und der Lotabweichungsanteil Ei-k durch Glei= . 

' 
chung (9�3)  ausgedrüc1.-t� 

dF d 
Yi,k(E) dk df- . d (12 7)  ):· k= zi k+ 2 · • i + cos ai,k" Ji + sin ai,k0 1i • i ,  , . sin zi ,k  

Für den Übergang auf mittlere Fehler kann man genähert setzen 

• • • • •  (12 . a) 

(12 .9)  

Das Gewicht für eine ellipsoidische Z enitdistanz ist dann 

02 p „ ---....,,. 5 <mr)2 • • • • •  (12 .10) 

In die Gleichung (12010) wäre Gleichung (1209) einzusetzen. 

Für die in (12�6) angegebenen 11  erte von � wurde in Tabelle 10 die 

Auswertung der ·Gleichung (12.9)  unt�r. der Annahme von (5.7)  für einige 

S eitenlängen zusaJlll!lengestellt. 

Die  Fehlergleichung (12 . 5) beinhaltet zwei Vertikalwinkelmessungen, 

es müßte daher j eder einzelnen Fehlergleichung das doppelte Gewicht zuge= 

ordnet werden, wie es durch Gleichung (12.10) ausgedrückt wird. Da j edoch 

die Konstante C in Gleichung (12 .10) frei gewählt werden kann, ist auch 

die Annahme C = l zulässig. 



T;tb o l1 o  101 i•li t t l e ror Fehler e ine r Zen i tdis tan z für verschiedene We r te von m ,y. nach Glei chung ( 12 . 9) 

s r. mk " 0 , 05 
m.;i)? fü r m i"r „ in 

krn : 0c c 1 0 c(· 20c C''y)cc14 0cc 

0 , 5 1 0  1 4  2 '> ·-

1 , 0 1 0  1 4  2 3  

1 ' 5 . 1 1  1 5  2 3  
2 , 0  

1 ; ; 
1 5  2 5  

2 r. 1 6  23 t .l  

3 '  (l 1 )  1 6  24 1 
3 , 5  1 1 3  1 7 24 
4 , 0 1 4  1 7  2 5  
4 , 5  1 5 H l  2 5  
5 , 0 1 6  1 9  ?.6 

5 , 5 1 1 7  20 26 
6 1 0  1 13 ;? 1 27 

6 '  �j 1 <l , 22  28  

7 , o 1 20 2 3  28 

7 '  5 l 2 i  ;:1i 2:i 
1. 

8 , 0 1 2 '} �! 5 30 '· 

? >'  26 3 1 8 ' 5 1 � )  

9 c 1 ') <;  ')'/ 3 2 ' 1 1„ ·' L.. -

9 ,  :.i 'i ��r, n1 ) 5  

3 2  4 1 
3 2  4 1 

3 2  4 1  

3 2  4 2  
3 2  4 2  

3 3 4 2  

3 3 4 2 
3 5  4 2  

34 4 3  

34 4 3  

3 ':> 4 4 
3 5  44 

3 6  4 4  
3 6  4 5 
)'{ 4 5  
37 46 
;n  4 6  
5 9  4 7 

4 0  48 

50cc occ 

51 1 1  
5 1  1 3 

5 1  1 5  
5 1  1 1)  
5 1  2 1 
5 2  ! 25 

5 2  28 

5 2  3 "  " 

52 35 
53 39 · 

53 4 2  

5 3  4 6  
54 50 

54 53 
54 'J7 

55 6 1  

5 5  64 

56 Ga 
)6 '{ '?. ��-:2��9 -

�4 40 48 1 57 7 5  
·-

mk = 0 , 1 5  
. c; <.; fü q m r r m i "' 
10 cc 

:�0c c 3 0cc 
40cc 

1 5 23  3 2 4 1 

1 6  24 3 3  4 2  

1 8  2 5  34 4 3 
2 1  27 3 5 4 .1 
24 29 37 4 5  
27 3 2  3 9 4 7  

30 34 4 1  4 9 

3 3 ·  37 4 4 5 1  

3'{ 4 0  4 6  5 3  
4 0  44 4 9 56 

'14  4 7 52 58 
4 '{ 50 5 5 6 1  

5 1  54 58 64 

54 '.i7 6 1  67 

513 GO 64 7 0 
6 2  64 68 7 3 

6 ')  6 7  7 1 76 

69 7 1  74 7 9 

7 3 7 5  7 8  8 2  
7 6  7 8  f:l 1 8 5  

5000 

51 
52 
52 

5 3  
54 

5 5  
57 

59 
6 1  

6 3 
66 

68 
7 1  

'{ 3 

7 6  

7 9  

82 

8 5 
1 

ßO 
9 1 

öoc 

1 2 
1 6  

2 1 

27 

3 3 
39 
4 5  

5 1  
57 

6 3 
69 

7 5 
82 

88 

94 ' 

1 00 
1 07 
1 1 3 

1 1 9 

1 2 5 

rnlr = O, 2 5  
0 0  f" m1 · ur m i"- "" 

1 0co 20oc 30cc 40cc 

1 6 2 3  32  4 2  

1 9  26 34 4 3  

24 29 3 7  4 5 
29 34 4 0  48 

3 4  38  4 4 52 
4 0 44 4 9  56 
46 4 9  54 6 0  
52 5 5  59 6 5  
58 60 64 7 0  
6 4  66 7 0 7 5  

7 0 7 2  7 6  eo  
7 6  7 8  8 1  8 5  
8 2  84 87 9 1 
89 90 93 97 

9 5  9 6  99 1 02 
1 0 1 1 02 1 05 1 08 

1 07 1 08 1 1 1  1 1 4 
1 1  3 1 1  5 1 1 7 1 20 
1 1 9  1 2 1 1 23 1 26 
1 26 1 27 1 29 1 3 1 

50cc 

5 1 
53 
54 
57 

60 

63 

67 

7 1  

76 

8 1  

n6 
9 1  

96  

1 0 1 

1 07 

1 1 2 

1 1 8 
1 2 3 
1 29 
1 3 5  

-

ooc 

1 6  
27 

39 
51  
6 3  
7 5  

88 . 

1 00 
1 1 3 

1 2 5  

1 3 8 

1 50 
1 6 3 
1 7 5  

1 87 

200 
2 1 2 
2 2 ')  
2"'/{ 

2 50 

rnk „ 0 , 50 
v c f „ m f ur m ,a.- "' 

1 0c c 20cc 
3 000 tl OCC 

1 9  26 34 4 3 

29  34 4 0 48 

4 0 4 4  4 9 56 
52 5 5  59 6 5  

64 66 7 0  7 5 
7 6  7 8 8 1  8 5  
8 9  90 93 9'7 

1 0 1 1 02 1 05 1 08 

1 1  3 1 1  5 1 1 7 1 20 

1 26 1 27 1 29 1 3 1  
1 38 1 3 9 1 4 1  1 4 3  
1 50 1 51  1 5 3  1 5 5 
1 6 3  1 64 1 6 5  1 67 

1 7 5  1 76 1 7 8 1 7 '.l 

1 88 1 88 1 9 0 1 9 2  

200 201 202 204 

2 1 3 2 1 3 2 1 4  2 1 6  

2 2 5 2?.6 c. 27 :� ?ß 
2 )'7 �)8 239 24 1 
2 5 0  251  252  2 5 3  

5000 

5 3  

57 

63 

7 1  

8 1 

9 1  
1 0 1 

1 1 2 

1 23 

1 3 5 
1 4 6 

1 58 

1 7 0 

1 0 2 . 
1 94 
206 
2 1 13  
2 30 

24 2 
2 5 5  

1 

CD 
� 
1 
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13 ERMITTLUNG VON REFRAKTIOH UNil LOT.ABWEICHUNG AUS GEGENSEITIGEN 
= = = = ====================================== =================�= 

VORLÄUFIGEN HÖHENUNTERSCHIEDEN 
============================== 

13 , 1  Allgemeines 

In 11.na.logie zum vorhergehenden Hauptabschnitt 12 ist es auch möglich, 
aus gegenseitigen vorläuf'igen Höhenunterschieden Refraktions- und Lotab= 
weichungseinflüsse zu ermitteln. Diese Methode ist zweckmäßigerweise in 
j enen Fällen anzuwenden, wenn für die Vertikalwinkelmessung bei Hin- und · 
Rückmessung verschiedene Nebenpunkte der Festpunkte verwendet worden sind. 

Mit einem angenommenen Näherungswert für den Refraktionskoeffizienten 
und unter Vernachlässigung der noch nicht bekannten Lotabweichungen werden 
aus den Vertikalwinkelmessungen vorläuf'ige Höhenunterschiede abgeleitet . 
Bei Standpunkten mit bereits bekannten Lotabweichungskomponenten sind diese 
selbstverständlich bei der Höhenunterschiedsberechnung zu berücksichtigen. 

Die ·�ehlergleichungen sind in ihrem Aufbau davon abhängig, ob die vo= 
., 

läuf'igen Höllenunterschiede unter Verwendung gemessener Schrägstrecken oder 
mit horizontalen Strecken berechnet worden sind. :Man geht für die Ableitung 
der Fehlergleichungen davon aus, daß bei richtiger Berücksichtigung der Re= 
fraktions- und Lotabweichungseinflüsse unter der Annahme einer fehlerfreien 
Beobachtung die Summe der Höllenunterschiede von Hin- und Rückmessung gleich 
Null sein muß :  

� • • • •  (13 .1) 

Fehlergleichungen 

13 , 21 

Man geht aus von Gleichung (5.2) , entwickelt sie analog zu Gleichung 

(10.5) und führt den durch Gleichung (10. 20) gegebenen vorläuf'igen Höhen= 
unterschied ein. Setzt man dies dann in Gleichung (13 . 1) ein, erhält man: 

• (6'k' . +E.. . ) , 1  !C,1 

Nach durchgeführter Ausgleichung wird Gleichung (13 .2) im allgemeine:i. 
einen von Null verschiedenen verbleibenden Restfehler v. k ergeben. Drückt 1 ,  
man den Refraktionswinkel 6 .  k durch Gleichung (B.15) und den Lotabweichungs= 

1 ,  
anteil Ei k durch Gleichung (9.3)  aus ,  erhält man die gesuchte F�hlerglei= 

' 
chung, die im Gegensatz zu Gleichung (12 .5) in m-Einheiten ausgedrückt ist , 
während die Lotabweichungskomponenten im Bogenmaß enthalten sind. 



si,k(EU) 
. 2 

SJ.n zi,k 
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sk, i (�) 
. 2 

Sl.ll zk, i  

• • • • • (13 .3 )  

Je  nach der Situation in der betreffenden Berechnungsgruppe werden 
für die einz elnen gegenseitigen vorläufigen Höhenunterschiede von Gleichung 
(13 ;3)  alle oder nur einzelne Glieder verwendet. 

Hier geht man analog vor wie im Unterabschnitt 13 , 21 ,  ausgehend von 
Gleichung (5 .1) . Man erhält dann in Entsprechung zu Gleichung (13 . 2 ) : 

(13 . 4) 

In weiterer Folge ergibt sich daraus die Fehlergleichung 

V = -
' Yi,k(E) k Yk,i (E) 

i , k 3i,k(�) · 2 . sin zi ,k
• i- sk, i (�) · 2 . sin zk, i

• 1\:-
- si ,k(�) � fi� cos ai, k- si, k(�) · '( i. sin ai ,k- sk, i (�) · fk. cos �, i-

13 ,3 Gewichte 

• • • • •  (13 . 5) 

Zur Berücksichtigung der Gewichte ist es zweckmä�ig, vor dem Aufstellen 
und Auflösen der Normalgleichungen j ede einzelne Fehlergleichung (13 .3 )  oder 
(13 . 5) mit dem zugehörigen W ert ,rp:-k zu multiplizieren. " y ""i,k  

Das Gewicht f ür  einen Höhenunterschied ist gegeben durch 

02 
p.0.H = 2 m.0.H 

• • • • •  (13 . 6) 

Der mittlere Fehler eines Höhenunterschiedes ist definiert dur.ch die 
Gleichungen ( 5�3 )  oder (5 �4) oder zusammengefaßt genähert durch ( 5 . 5) . 

Auch hier sind in den Fehlergleichungen die Höhenunterschiede von Hin
und Rückmessung enthalten, es gilt daher bezüglich der Gewichte dasselbe 
wie i� Unterabschnitt 12, 4 .  
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BER.�HNUNG DER. HÖHEN" WENN REFRAKTION UND wrABWEICHUNG GEGEBEN smn ====================!=============================================== 

Allgemeines 

Sind die Refraktion und die Lotabweichungskomponenten bekannt ,  können 

die endgültigen Höhenunterschiede berechnet werden. 

Sollen ellipsoidische Höhenunterschiede ermittelt werden, müssen di e 

Auswirkungen sowohl von Refraktion als auch der Lotabweichung bei der B� 

rechnung der endgültigen Höhenunterschiede berücksichtigt werden. Bei der 

Berechnung der endgültigen geoidischen Höhenunterschiede gemäß Unterabschnitt 

10, 7 ist nur die Berücksichtigung der Hefraktionseinflüsse notwendig, doch 

muß trotzdem auch die Lotabweichung bekannt s ein, um die in den gemessenen 

Vertikalwinkeln gemeinsam enthaltenen Refraktions- und Lotabweichungsein= 

flüsse trennen zu können. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesen beiden Arten von Höhen= 

unterschieden besteht auch noch insofern, als für die Berechnung von ellip= 

soidischen Höhen auch nur einseitig vorhandene Höhenunterschiede herange= 

zogen werden können, wenn Refraktion und Lotabweichung bekannt sind, während 

für die Berechnung geoidischer Höhen nur das Mittel aus den Höhemmterschie= 

den von Hin- und Rückmessung Verwendung finden darf, wenn die im Unterab= 

schnitt 10,7 beschriebene Näherung angewendet wird. 

14, 2  Endgültige ellipsoidische Höllenunterschiede 

Sind der Refraktionskoeffizient und die Lotabweichungskomponenten be= 

ka.nnt, können die genäherten Refraktionswinkel 6 .  k aus Gleichung (8 .13 ) , 
i ,  

( 8 014) oder (8�15) und die Lotabweichungsanteile Ei k aus Gleichung ( 9 . 3 )  
ermittelt werden� Dann kann man nach Gleichung ( 5 . 1� oder (5 .2) die end= 

gültigen ellipsoidischen Höllenunterschiede berechnen, abhängig davon, ob 

Schrägstrecken oder horizontale Strecken gegeben sind. 

Wurden fi:ir die Berechnung der Refraktionsverbesserungen und der noch 

unbekannten Lotabwiichungskomponenten vorläufige Höhenunterschiede verwendet, 

ermittelt aus Gleichung (10.11) oder (10. 20) , kann der endgültige ellipsoi= 

dische Höllenunterschied aus dem vorläufigen Höhenunterschied mit hinreichendeJ 

Näherung aus einer der nachfolgenden Gleichungen abgeleitet werden: 

.§..c,h_rä�tl'..e��n..t 

6E
i,k � AHi,k - s

i , k(M) • sin zi,k � (oi ,k  + Ei ,k) 

6E. k 
• 6H! k i ,  i ,  

. . . . .  
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Hierbei ist 61! k der Refraktionswinkel, der sich aus der durch die 
i,  

Ausgleichung ermittelten Refraktionsverbesserung dk .  ergibt, abgeleitet 
l. 

aus einer der Gleichungen (e.13 ) , (e.14) oder (e .15) . 

Ist in dem vorläufigen Höhenunterschied bereits der Lotabweichungs= 
einfluß enthalten, dann ist in den Gleichungen (14 .1) bzw. (14.2)  der 

Lotabweichungsanteil E. k nicht mehr einzubeziehen. 
J. '  

14 , 3  Genäherte geoidische Höhenunterschiede 

Um aus den ellipsoidischen Höhenunterschieden geoidische Höhenunter= 

schiede ableiten zu können, müßte man di e Lotkrümmung und die Differenz 

(Nk - N . ) der Abstände des Geoids vom Ellipsoid in den Visurendpunkten - l. 
kennen. Dann könnte man mi� den Gleichungen (10.2 )  oder (10.4) auch aus 

nur einseitig vorliegenden Vertikalwinkelmessungen geoidische Höhenunter= 

schiede berechnen� 

In der Praxis wird es j edoch im allgemeinen notwendig sein, die im 
Unterabschnitt 10,7  erörterte Näherung zu verwenden. Hiefür sind nach 10, 7  
die Mittelwerte aus den Höhenunterschieden von Hin- und Rückmessung not= 

wendig, wobei diese Höhenunterschiede allein unter Berücksichtigung der 

Refraktionseinflüsse aus Schrägstrecken abzuleiten sind. Sind keine gemes= 

s enen Schrägstrecken gegeben, können nach Gleichung (10.6) auch aus den 

Koordinaten der Visurendpunkte di e benötigten Schrägstrecken abgeleitet 

werden. Hierbei ist aber zu beachten, daß man für die Berechnung dieser 

Schrägstrecken unbedingt die ellipsoidischen Höhenunterschiede zwischen 

den Visurendpunkten benötigt. 

Für die Höhenunterschiedsberechnung ist Gleichung (5.1) zu verwenden, 

wobei statt f .  k di e um den Refraktionswinkel 6 .  k verbesserte gemessene \ i, 
. 

i ,  
Z enitdistanz z . k zu nehmen is'f: : { .  k - z . k + 6 . k i, i, i, i, 

In Gleichung (5 .1) wäre dann 6.E. k durch c.H .  k zu ersetzen. i, i, 

Wurden analog zu Unterabschnitt 14, 2  für die Berechnung der Refrak= 

tionsverbesserungen vorläufige Höhenunterschiede verwendet ,  kann der end= 

gültige Höhenunterschied c.H .  k .gleicgfalls mit hinreichender Genauigkeit" i ,  
aus d em  vorläufigen Höhenunterschied c.H !  k abgeleitet werden 

J. '  
AU J!. AU ! - " S::I! 
L.>U. .  k - L.>U.. k - s . k(M) 0 sin z . k " u. k i. i ,  i ,  i ,  i ,  . . . . . 

Hier darf kein Lotabweichungsanteil E. k berücksichtigt werden. Es 
i, 

muß da.her b ei j enen vorläufigen Höhenunterschieden c.H! k' die für die Be= 
- i ,  

rechnung der Refraktionsverbesserungen einen Lotabweichungsanteil E. k i ,  
enthalten, dieser für die Berechnung der endgültigen Höhenunterschiede 

abgezogen werden. Gleichung (14.3 )  wird für diese Fälle zu 

• • • • • (14. 3  a) 
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14,4 Berechnung und Überprü:fung der Einz elhollen 

Die hier besprochene Höhenberechnung ist sowohl für ellipsoidische 
als auch für goidische Höhen anzuwe_n.den. Es wird daher hier allgemein nur 
von Höhenunterschieden lill. k und Hollen H. gesprochen. 1 ,  l 

Ausgehend von den Punkten mit bekannten Höhen H. werden mit den end= 
l 

gültigen (ellipsoidischen bzw. geoidischen) Höhenunterschieden L'.:H. k schritt= ( " ) l '  
weise die diesen Höhenunterschieden zugeordneten Einzelhöhen HkCe) der Neu= 
punkte abgeleitet: 

(i) Hk( ) = H. + lill. k • • • • • (14. 4) e 1 · 1,  

Die einem Neupunkt zugehörigen Einzelhöhen sind zu untersuchen, ob  sie 
der F�hlergrenze F�C�) genügen: 

1 (k) (m) 1 < (1) � 2 2 2 2 
. Hi ( e)Max� - Hi ( e)Min� = FH ( e) = 3 • m/\H_ . + mlill . + Illi:r + � 

---:ic, 1  m , 1  � m 
• • • • • (14. 5) 

Für die mittleren Fehler mlill der Höhenunterschiede können je nach der 
Situation die Gleichungen (5�3) , (5 .4) oder ( 5. 5) .  verwendet .werden bzw. 
Gleichung (6�22) , wenn der Höhenunterschied ohne Vertikalwinkelmessung von 
einer Schrägs:trecke abgeleitet wurde. �erbei ist zu beachten, daß die 
Mittelwerte der Höhenunterschiede aus Hin- und Rückmessung einen entsprechend 
geringeren mittleren Fehler haben als die Einzelwerte.  

Bei der Annahme d
1
er mittleren Fehler �- der Ausgangshöhen ist zu be= 

rücksichtigen, ·ob die Höhe aus einem Nivelleffientanschluß stammt, ob sie 
trigonometrisch bestimmt oder ob sie nur vorläu:fig ist. 

Jene Einz elhollen, die außerhalb der Fehlergrenze (14 .5) liegen, sind 
vorerst aus der nach:folgenden Mittelbildung auszuschließen� Die verbleibenden 
Einzelhollen werden für die Ermittlung der vorläu:figen Honen gemittelt. Bei 
Punkten mit sehr stark differierenden Visurweiten der einzelnen Vertikal= 
winkelmessungen empfiehlt sich ein Gewichtsmittel. 

Anschließend sind alle Einzelhöhen, auch die eventuell mit der Fehler= 
grenze F�C�) bereits ausgeschiedenen, mit der vorläu:figen Höhe Hi zu ver= 
gleichen. Sie müssen nun der folgenden Fehlergrenze genügen: 

1 Hi - HiC�)I  � F�(�) = 3 • � m�,/ �/ � • • • • • (14. 6) 

Jene Einzelh.öhen, die diese Fehlergrenze übersteigen, sind von der 
nachfolgenden Ausgleichung der Höhen auszuschließen. 
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Die vorläufigen Höhen Hi der Neupunkte erfahren durch die nachfolgende 

Ausgleichung eine Höhenänderung dHi' mit der man die endgültigen Höhen Hi 
erhält: 

• • • • • (14. 7) 

Die Aufstellung der Fehlergleichungen und die anschließende Ausglei= 

chung sind unabhängig davon, ob ellipsoidische Höhen Ei oder geoidische 

Höhen G. berechnet werden sollen. 
1 

Den Höhenunterschied zwischen den beiden Punkten Pi und Pk kann man 

einerseits als die Differenz der ausgeglichenen Höhen H .  dieser beiden . 1 
Punkte darstellen, ausgedrückt durch Gleichung (14.7) , andererseits durch 

den aus den Eeobachtungen abgeleiteten endgültigen Höhenunterschied lill . k 1, 
plus einer verbleibenden Verbesserung v.  k 1, 

R - H .= HJ. + nR - H! - dH . = lill. k+ v. k � 1 K - � 1 1 1 ,  1, • • • • •  (14 .8) 

Daraus erhält man die Fehlergleichung 

v. = - dH .  + nR + (RI - H! - lill. ) 1,k � - � . -k 1 1,k 

Faßt man den Kl.8.lllillerausdruck als Widerspruch w. k zusammen, 1 ,  

'W .  k "' H_I - H! - lill. k 1, K 1 1, 
erhält man 

. . . . .  

(14.9)  

(14 .10) 

(14.11) 

Diese Fehlergleichung ist unabhängig von der Art der Eerechnung der 

Höhenunterschiede� Die Eerechnungsart wirkt sich allerdings in den not= 

wendigen Gewichten aus� 

14, 6  Gewichte 

Zur Eerücksichtigung der Gewichte ist es zweckmäßig, vor dem Aufstellen 

und Auflösen der Normalgleichungen j ede einzelne Fehlergleichung (14 .11) 

mit dem zugehörigen Wert VPi ,k
" 

zu multiplizieren. Das Gewicht :Pi,k ist 

wie im Abschnitt 13 durch Gleichung (13 . 6) definiert, wobei der mittlere 

Fehler eines Höhenunterschiedes durch eine der Gleichungen (5.3) , (5.4) , 

(5 .5) oder (6�22) definiert sein kann� 
Werden in einer Eerechnungsgru:ppe einheitlich nu:r Einzelhöllen verwendet, 

-
die alle entweder nur aus einseitigen oder alle a:u.s gemi ttel te:n Höhen.unter= 

schieden abgeleitet worden sind, kann in beiden Fällen für alle Gewichte 

die Konstante. C = 1 gesetzt werden� 
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Sind hingegen in einer Berechnungsgruppe Einzelhöhen enthalten, 
die aus einseitigen Höhenunterschieden stammen, und auch "solche, die aus 
gemittelten Höhenunterschieden abgeleitet worden sind, ist darauf zu 
achten, daß die Fehlergleichungen fü:r die Einz elhöhen aus den gemittelten 
Höhenunterschieden mit der Wurz el aus der Summe der Gewichte von Hin- und 
Rückmessung II p + n. multipliziert werden� W i,k , -K, i  

Werden, wie es bei dieser Art der Höhenberechnung Voraussetzung ist, 
vor der Ausgleichung der Einzelhoben zur Ermittlung der Höhenänderungen 

..... 
dHi in einer eigenen Ausgleichung die �efraktionsänderungeil. und die noch 
UD.bekannten Lotabweichungskomponenten bestimmt, kann man eigentlich die 
als Grundlage der Höhenausgleichung dienenden Einzelhöhen genau genommen 
nicht mehr als von einander unabhängige Größen bezeichnen. Die  �urch die 
Berücksichtigang dieser Korrelationen bedingte Verkomplizierung der Aus= 
gleichung wurde hier vernachlässigt. 
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15 AUSGLEICHUNG DER ELLIPS OIDISCHEN HÖHEN UNTER GLEICHZEITIGER BERECHNUNG ====================================================================== 

VON REFRAKTION UND LOTA13WEICHDNG 
====================== ========== 

15 , 1  Allgemeines 

Diese Art der Ausgleichung darf nu:r im Zusammenhang mit der Berech= 
nung ellipsoidischer Höhen verwendet werden. 

Ist keine ausreichende Anzahl von gegens eitigen Vertikalw:i:J.kelmessungen 
vorhanden, um nach den Abschnitten 12 und 13 die Berechnung der Refraktions= 
koeffizienten und Lotabweichungskomponenten vor der eigentlichen Ausglei= 
chung der Höhen nach Abschnitt 14 du:rchführen zu können, müssen diese beiden 
getrennten Ausgleichungsvorgänge in einer Ausgleichung vereinigt werden. 

Im Abschnitt 12 wurde die Summe der entsprechend reduzierten gegen= 
seitigen Vertikalwinkel als Grundlage der Ausgleichung genommen, in Abschnitt 
13 das Mittel der Höhenunterschiede aus Hin- und Rückmessung. Im Gegensatz 
dazu wird hier grundsätzlich nu:r j ede einzelne Vertikalwinkelmessung oder 
der daraus abgeleitete Höhenunterschied der Ausgleichung zu Grunde gelegt. 

Die Fehlergleichungen können auch hier au:f zwei grundsätzlich ver= 
schiedenen Ausgangswerten beruhen. Es können Fehlergleichungen für die ein= 
z elnen Vertikalwinkel aufgestellt werden und s olche für die aus den gemesse= 
nen Vertikalwinke:h abgeleiteten Höhenunterschiede. Zusätzlich ist in beiden 
Fällen zu unterscheiden, ob Schrägstrecken gegeben sind oder nur aus der 
Lageberechnung stammende horizontale Punktentfernungen. 

Die Praxis hat gezeigt, daß bei einem relativ instabilen Netz, wo einer 
großen Anzahl von zu bestimmenden Unbekannten nur eine relativ geringe An= 
zahl von überschüssigen Messungen gegenüber steht, der Fall eintreten kann, 
daß die Höhenänderungen einerseits und die Refraktionsänderungen und Lot= 
abweichungskomponenten andererseits sich so  gegeneinander verschieben, daß 
zwar die Summe [pvv J außerordentlich klein wird, wobei aber die Werte der 
Unbekannten eine unrealistisehe Größenordnung bekommen können. 

Um dies zu verhindern, muß für j ede einzelne Berechnungsgruppe gena;n 
geprüft werden, ob genügend Beobachtungen vorliegen, um die gewünschten 
Unbekannten einigermaßen gesichert berechnen zu können. Ist dies nicht in 

ausreichendem Maße der Fall, dann muß durch Vereinfachungen entsprechend 
der j eweiligen Situation die Anzahl der Unbekannten verringert werden. So 
könnte man z� B� im Flachland, wie z.  B .  im Marchfeld oder im Seewinkel 
etwa auf die Berechnung der Lotabweich1.l,!lgskomponenten verzicbten, oder 
man führt noch weiter gehende Vereinfachungen bei der Berechnung der Re= 
fraktionsänderungen du:rch, indem für eine geringere Anzahl von Visuren= 
gruppen eine gemeinsame Refra.ktionsänderung ermittelt wird. 
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Andererseits wäre aus diesem Grund auch eine getrennte Ausgleichung 
entsprechend den Abschnitten 12 bzw. 13 und 14 vorzuziehen, wenn eine 
genügend große Anzahl. von gegenseitig gemessenen Vertikalwinkeln vorliegt. 

Fehlergleichungen 

Zur Ableitung der Fehlergleichung für einen Vertikalwinkel wird Glei= 
chung (5�2) differenziert, für das Differential der ellipsoidischen Zenit= 

�stanz wird Gleichung (12�7) eingeführt. Weiters wird { i,k für die Koeffi= 
zientenberechnung durch z . k hinreichend angenähert. Damit erhält man: i , 

si,k(�) Yi,k(E) dl1c- dHi= cot zi , k� dsi , k(::E�)- . 2 . [dzi+ 2 . sin z . k• dki + 
SJ..D. zi ,k J. , 

+ cos a. k� dfi + sin a. k" dh . ]  • • • • • (15.1) 
- i, S: i , ·ti 

Aus dieser Gleichung wird dz . k ausgerechnet : i, 
. 2  in2 . 2  

SJ..D. zi,k dH -
s zi,k + 

sin zi,k dzi , k= • i � • cot zi ,k" dsi,k(F�-)-
6i,k(�) si ,k(�) 6i ,k(�) � 

Yi,k(E) · · f . 
- 2 °  in • dk . - cos a. k• d . - sm ai k"  d71 .s  zi ,k  1 1 ,  1 , • • • • • (15. 2) 

Die aus der Lageberechnung stammenden horizontalen Seiten werden hier 
nicht mehr verändert, es entfällt daher das Glied mit dsi,k(�) � Es wird 
nun eingeführt: 2 sin z . k ___ i ..... = Q

cc ai,k(zs�
) "" si , k(�) 

• • • • • (15.3)  

Die Verbesserungsgleichung für Vertikalwinkel lautet dann bei Ver= 
wendung horizontaler Strecken: 

• • • • • (15.4) 

Hier geht man in analoger Weise wie in 15, 21 vor, ausgehend von 
Gleichung (5�1) � Man erhält dann: 
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+ cos ai ,k" dJi + sin ai ,k" d�/i ] 

[ d + 
si,k(M) zi ,k  2 .Ri (E) 

• dki + 

• • • • • (15. 5) 

Aus dieser Gleichung wird dz . k ausgerechnet : 1,  

- cos a.  k" dt . - sin a . k" dw . 1 ,  � 1  i ,  'L1 

si,k(M) 
2 .Ri (E) 

• dki 

• • • • • (15. 6) 

Wie in 15, 21 entfällt auch hier das Glied mit dsi ,k(M) " Es wird gesetzt: 
cc 

a. k( ) = 1, z- -
s.. s . k(M) • sin zi. ,k  ll'l l. '  " 

• • • • •  (15 .7) 

Bei Verwendung gemessener Schrägstrecken lautet dann die Fehlerglei= 
chung für Vertikalwinkel: 

cc -
Q . si,k(M) fcc 

2 R .dki- cos a. k" d  . -
• i (E) i ,  i 

• • • • •  (15�8)  

Führt man in Gleichung (15� 7)  die durch (10.17) g§tgebene Näherung 
ein, erhält man folgenden �usammenhang: 

• • • • •  (15.9)  

Dieser Zusammenhang zeigt, daß beim Vorliegen gemessener Schräg= 
strecken nur die zugehörigen Verbesserungsgleichungen verwendet werden 
dürfen und nicht, wie man es in manchen Veröffentlichungen findet, die 
Fehlergleichungen für horizontale Strecken� Vor allem bei steileren Vi= 
suren entstehen dadurch fehlerhafte Ergebnisse. Es müßte nämlich bei der 
aus der gemessenen Schrägstrecke abgeleiteten horizontalen Strecke nach 
der Ausgleichung noch eine Verbess erung angebracht werden, verursacht durch 
die Änderung des Vertikalwinkels als Folge der Ausgleichung. 

Unter der Annahme eines vorläu:figen Wertes k 1  für den RefraktionS= 
koeffizienten und unter Vernachlässigung der noch unbekannten Lotabwei= 
chungsanteile E .  k werden mit den gemessenen Vertikalwinkeln vorläu:fige 1 ,  
Höhenunterschiede nach Gleichung (l0020J berechnet. Die endgültigen ellip= 
soidischen Höhenunterschiede erhält man aus Gleichung (14 . 2) , die z .  B. 
unter Verwend'tmg von Gleichung (8�15) etwas umgeformt werden kann: 
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• • • • • (15.10) 

Man kann nun setzen: 

(15. 11) 

2 .Ri(E) • sin zi ,k  
• • • •  � (15 .12) 

Damit wird Gleichung (15.10) zu 

c,Ei� = Lili!, k  - bi,k(Lili ) � dki - ai,k(L:ili ) 0 Ei ,k  B� S� � . . . .  (15� 13) 

Dies wird nun in Gleichung (14.8) eingeführt, woraus man die Fehler= 
gleichung für einen Höhenunterschied ableiten kann, der mit einer horizon= 
talen Strecke berechnet worden ist: 

vi ,k(Lili„ )= - dHi+ �+ bi ,k(Lilis ) � dki+ ai ,k(Lili ) • cos ai ,k0 dfi + �� � s� 
+ ai ,k(L:.H ) � sin ai ,k" d�1+ [ (Hk:-H' i) - Lilii,kJ • • • • •  (15.14) ill� 

Der Klammerausdruck kann wieder als Widerspruch w. k' Gleichung (14.10) , 
i , 

zusammengefaßt werden� 

Nach analoger Ableitung wie im Unterabschnitt 15, 23 erhält man für 
den endgültigen ellipsoidischen Honenunterschied: 

- 2 ' . s . k(M} • SJ.Il z .  k c.E = Lili'- - 1' 2 4 R 
1' • dk . - s. k(M) . sin z .  k. E i , k  i,k • i (E) i i ,  i ,  i , k  

Man kann nun setzen: 

0 0 0 0 0  

. . . . .  

. . . . . (15.15) 

(15.16) 

(15 . 17) 

Damit erhält man schließlich folgende Verbesserungsgleichung für 
Höhenunterschiede, die mit einer Schrägstrecke berechnet worden sind; dazu 
wird die Gleichung (15�18) in Gleichung (1408) eingeführt. 

c.E - Lili1 - b ( ) i , k  - i ,k i ,k  Lili-� 
(15 . 18) 
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vi ,k(.6H
�

)= - dHi+ cIJ\:+ bi,k(.6H
�

) · dki+ ai,k(.6H
�

) · cos ai,k• dfi + 

+ ai,k(.6H- ) • sin ai,k0 dl]i+ [ (Hk:-Hi) - .6Hi, kJ • • • • • (l5.l9) 
SM 

Die durch Gleichung (14.10) gegebene Zusammenfassung des Widerspruchs 
w.  k gilt auch hier� 1 ,  

Führt man in Gleichung (15.16) die durch (10.17) gegebene Näherung 
ein, erhält man analog zu (15 �9) folgenden Zusannnenhang: 

ai,k(.6H- ) = ai,k(.6H ) • sin2zi,k • • • • • (15. 20) 
� s\r 

S elbstverständlich ist auch hier zu beachten, daß für j ene Höhenunter= 
schiede, die aus gemessenen Schrägstrecken abgeleitet wurden, nur die Feh= 
lergleichung (15�19) verwendet werden darf, um richtige Ergebnisse erhalten 
zu können. 

Ein angenommenes Beispiel soll die Unterschiede in den beiden Berech= 
nun�ten aufzeigen� Berechnet man mit dem nur genähert korrigierten Verti= 
kalwinkel vor der Ausgleichung mit Gleichung (4�4) aus der gemessenen S chräg= 
strecke die zugehörige Horizontalentfernung und nimmt man an, daß bei An= 
wendung der Fehlergleichung (15 �19) in der Ausgleichung dasselbe Ergebnis 
entsteht wie bei Anwendung der Fehlergleichung (15 . 14) , erhält man mit den 
aus beiden Ausgleichungen gleich groß resultierenden Werten für dk. und e: . k 1 1, 
aus den Gleichungen (5�1) und (5�2) differierende Werte für den Höhen.unter= 
schied D.E .  k' wenn man die in die Ausgleichung eingeführte Horizontalent= 1 ,  
fernung verwendet� Berechnet man aber mit dem nach der �usgleichung richtig 
korrigierten Vertikalwinkel neuerlich aus der gemessenen Schrägstrecke die 
Horizontalentfernung, dann erhält ma:n damit auch aus Gleichung (5. 2) den 
mit Gleichung (5�1) übereinstimmenden Höhenunterschied D.E. k" 1 , 
.]_ei_s12i_g_lJ.. Gegeben: �= 500, 000 m; �r 5 ooo, 000 m; z1 , 2''" 

R� 6 379 409 m; k 1= 0, 13 .  
sogoocoocc • ' 

Annahme :  Ergebnis der Ausgleichung: & =  + 0,1;  El , 2  = + 60cc 
• 

Refraktionswinkel : vor der Ausgleichung: 6 '= 32,43CC aus 
32,42cc aus 

nach der Ausgleichung: 6 = 57 , 38CC aus 
= 57 , 3 6cc aus 

YE sE = 4 754, 0228 m aus (2.15) ; ""'2"" = 237 , 21cc aus (2.31) 

aus (2.27) vor der Ausgleichung 
aus (2. 27) nach der Ausgleichung 

(s .13) 
(s .14) 
(s .13) 
(s .14) 
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s�= 4 754, 7855 m aus (4�4) vor der Ausgleichung 
= 4 754, 9920 m aus (4�4) nach der Ausgleichung 

�, 2= 1546, 6147 m aus (5�1) 
1545, 9802 m 

vor der Ausgleichung 
nach der Ausgleichung 
vor der Ausgleichung 1546, 6149 m aus (5� 2) 

"" 1545, 9131 m nach der Ausgleichung mit altem s� 
nach der Ausgleichung mit neuem s\

� o,1s64 - 0, 4470 = 1545, 9812 m aus (15.13) 
154579801 m 
1546, 6146 -

nach der Ausgleichung 
1546, 6145 - 0,2060 - 0,4941 = 1545, 9144 m aus (15. 18) nach der 

4 755 , 2325 m 

Ausgleichung mit altem s� 
aus (15.11) ; b .  k 2 , 059 505 m aus (15.12) 

1, 
aus (15.16) ; = 17 863 528 m aus (15.17) 

Sind in die .Ausgleichung auch Hönenunterschiede einzubeziehen, die 
mit Gleich�g (6�1) berechnet wurden, kann dies nur dann erfolgen, wenn 
auch die übrigen Fehlergleichungen in dieser Ausgleichung auf Höhenunter= 
schieden beruhen. Diesen Höhenunterschieden ist eine Fehlergleichung in 
Form der Gleichung (14�9) zuzuordnen. 

Da bei richtiger Anwendung der Gleichung (6�1) die damit berechneten 
Höhenunterschiede frei von den Einflüssen der Refraktion und Lotabweichung 
sind, gibt es auch in der Fehlergleichung für diese Einflüsse � keine 
zusätzlichen Glieder� 

15 ,3  Gewichte 

Zur Berücksichtigung der Gewichte ist es zweckmäßig, vor dem Aufstel= 
len und Auflösen der Normalgleichungen j ede einzelne Fehlergleichung mit 
dem zugehörigen Wert VPi , k  zu multiplizieren. 

Das Gewicht eines Vertikalwinkels ist gegeben durch Gleichung (12. 10) , 
das Gewicht eines Höhenunterschiedes durch Gleichung (13 . 6) .  In Gleichung 
(12.10) wäre als mittlerer Fehler Gleichung (12�9) einzusetzen, in Gleichung 
(13 . 6) je  nach der Situation eine der Gleichungen (5.3) , (5.4) oder als 
Näherung (5 . 5) , bei Höhenunterschieden aus Schrägstrecken (6 022) � 

Nach durchg�führter Ausgleichung erhält man eine durchgreifende Kon= 
trolle, wenn man aus den endgültigen Hönenunterschieden die endgültigen 
Einzelhöhen E. ( ) ableitet und diese mit den endgültigen Höhen E. der Neu= 

1 e 1 
punkte in Verbindung bringt. Man erhält dann Verbesserungen 

vi , k  = Ei - E i (e) (15. 21) 

die j enen aus den Fehlergleichungen gleich sein müssen. 
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16 �PJ�����=�1!�2J;�S�l2=Y,SJ�=�!S������=�!�����=stfl2��!!����!�.� 

16, 1 

MESSUNGEN 

A.llgemeines 

Eine gemeinsame li.usgleichu..."'1.g von Richtungs-, Strecken- und Vertikal= 

winkelmessungen darf in dieser Form nur bei der Berechnung von ellipsoidi= 
sehen Höhen durchgeführt werden. Solch eine gemeinsame Ausgleichung unter 
gleichzeitiger ErmittlUl).g der Refraktionskoeffizienten und der Lotabwei= 

chungskomponenten wird vor allem dann zweckmäßig sein, wenn bei einem Ar= 
beitsgebiet im Bergland eine Vielzahl von elektronisch gemessenen Strecken 
mit . starker Visurneigung vorliegt. Es ist aber immer zu überlegen, ob eine 
ausreichende Anzahl von überschüssigen Beobachtungen vorliegt, um eine 

solc�e gemeinsame Aus gleichung zielführend durchflli'lren zu können. Im anderen 
Fall wäre eine Iteration in der Form zweckmäßiger, daß nach einer ersten 

Lageberechnung mit votläufig reduzierten Strecken nach einem der vorherge= 
henden Abschnitte die Höhenberechnung durchgeführt wird und erst im An= 
schluß daran mit den endgültig reduzierten Strecken die endgültige Lagebe= 
rechnung erfolgt� 

Sind in einem Arbeitsgebiet im Bergland nur sehr wenige Streckenmes= 

sungen vorhanden, bringt diese gemeinsame Ausgleichung in der Hauptsache 
eine bessere Ermittlung und Berücksichtigung der Lotabweichungskomponenten 
im Zusammenhang mit den Richtungsmessungen. Ein wesentlich stärkerer Ein= 

fluß auf die Lageberechnung ist aber dann zu erwarten, wenn im Bergland 
viele gemessene Schrägstrecken vorliegen. 

Im Flachland hätte aber eine solche gemeinsame Ausgleichung eine 

praktisch nur sehr geringe Bedeutung, da bei den flachen Visuren· die Aus= 
wirkung der Korrekturen auf die horizontierten Strecken sehr gering ist� 

Es ist also bei j eder Berechnungsgruppe genau zu prüfen, ob der Auf= 
wand einer solchen gemeinsamen Ausgleichung sinnvoll ist und ob die daraus 

resultierenden Ergebnisse auch signifikant sein . können. 

Außer den für die Netzausgleichung notwendigen gegebenen Daten sollten 

wenigstens für zwei möglichst weit auseinander liegende Punkte die ellips0= 
idische Höhe und die LotabVTeichungskom.ponenten bekannt sein. Da es aber, 
wie bereits mehrfach erwähnt, nur sehr bedingt möglich ist, die Refraktions

und Lotabweichungseinflüss e  zu trennen, ist es besonders im Bergland wün= 
sehenswert, von möglichst vielen Punkt� bereits vor der Ausgleichung die 
Lotabweichung zu ke.'1Ilen, um einigermaßen gesicherte Werte für die Refrak= 
tionseinflüsse  erhalten zu können. 



16, 2 

16 , 21 

- 102 -

Fehlergleichungen 

Für die gemeinsame Ausgleichung der Richtungs- ,  S trecken- und Ver= 
tikalwinkelmessuneen muß an die erweiterte Gauß 1 sche Relation für die 
gemessenen Richtungsn noch der Einfluß der Lotabweichung angebracht werden. 
Dies geschieht durch Einführen der Gleichung (6 .14) . Man erhält dann für 
eine Richtung R .  k folgende Fehlergleichung: 

i ,  
cc ' 

vi ,k(R)= ai ,k(R) " d:x:i+ bi ,k(R) " dyi- ai ,k(R) • a.x.ic- bi,k(R) • dyk- doi-

t ' . d cc t cc - CO zi ,k. 
SJ.n ai, k. �i + CO zi ,k. cos ai ,k" dtli + wi ,k(R) 

Hierin ist 
cc 0 

cc - 0 

sin V .  k i ,  

• cos v.; , k  si , k(K) .._ 

o ' 
wi ,k(R) = vf , k  - Ri ,k 
doi • • • • •  Orientierungsunbekannte 

� • • • •  (16 . 1) 

(16. 2) 

(16.3)  

• • • • • (16 . 4) 

im Standpunkt P . J. 

16, 22: 

Für eine horizontierte Strecke lautet in der Netzausgleichung die 
Fehlergleichung bekanntlich 

- si ,k(K) • M � wi,k(8hor) 

Hi:erin ist 

ai ,k(s) 
bi ,k(s) 

- cos V .  k i , 

- sin v .  k 
J. '  

wi,k(a ) = 8i ,k (K) - 8i, k(hor) nor 
shor • • • • •  horizontierte Strecke in der Rechenfläche 
M • • • • • • •  � Maßstabsfaktor 

• • • • •  (16 .5) 

. . . . . 

(16. 6) 

(16 .7) 

(16 .8) 

In diese Ausgleichung werden aber nicht wie in der Lageberechnung 
die horizontierten Strecken einbezogen, sondern die gemessenen S chräg.= 
strecken� Es müssen daher die Streckenkoeffizienten ai,k(s) und bi,k(s) 
noch mit sin z . k multipliziert werden. Eine Änderung der Streckenlänge 

J. '  
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bewirkt aber auch eine Höhenänderung, die sich mit co s  z .  k auf den 
:i. , 

Höhenunterschied auswirkt �  

Somit lautet die Fehler5leichung für gemessene Schrägstrecken: 

v . k(- )= a� k(s) � sin z . k• dx. + b .  k( ) • sin z .  k• dy. -
:i. , 3:r:.1 ... , i , :i. :i. , . s  i ,  :i. 

- a .  k( ) • sin z .  k" n.,,._ - b .  k( ) • sin z .  k" dyk- cos z .  k" dR . +  i ,  s i , , -K :i. , s i , . i, i 

+ cos zi ,k� �- si ,k(K) " M + wi ,k(�) 

Der Widerspra.ch w .  k(- ) ist definiert durch i ,  � 

• • • • •  (16.9) 

( 2 2 ) (1 
� YM ) 2 (IL' H' ) 2 - ( 6 ) L'>Yi ,k+ ll.Xi,k • + Ir  -

2 .R2 + -k- i - si ,k(M) • • • • • l .lo 

16,  23 Ke.f!l.§.r_g,1.§.i,2.h.:J:!:ll._g� .f.� Y.e_!:t,ik���.§.lJ.. _ge_file�S.§1.§. .§.c.h_räg§_tl'..e,2.k.§1_ 

Für diese gemeinsame Ausgleichung muß in Gleichung (15� 6) das Glied 
mit dsi ,k(M) erhalten bleiben. dsi ,k(M) erhält man durch Differenzieren 
von Gleichung (4�4) nach s :  

� • • • •  (16.11) 

Hier wird noch d.x. und dy. eingeführt, dann setzt man dies in Gleichung 
J. J. 

(15. 6) ein. Man erhält schließlich die Fehlergleichung für Vertikalwinkel 
beim Vorliegen gemessener Schrägstrecken: 

16, 24 

• • • • • (16 .12) 

Der Koeffizient a ( ) ist durch Gleichung (15 . 7) gegeben. i ,k z-. S
M 

Für die gemeinsame Ausgleichung muß in Gleichung (15�2) das Glied mit 
dsi ,k(�) e�halten bleiben. Es sind daher in die Fehlergleichung (15�4) 
die Glieder mit den Koordinatenänderungen dx. und dy .  einzubeziehen. 

J. l 
Das ergibt folgende Fehlergleichung für Vertikalwinkel, wenn nur horizon= 
tale Strecken gegeben sind, wobei ai ,k(z ) durch Gleichung (15. 3) gegeben SE__ 
ist; r11 
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cc 
V = i ,k(z ) 

SFm 

für Horizontalentfernungen gültige Fehlergleichung für die Vertikalwinkel, 
obwohl er Schrägstrecken in die Ausgleich"l_lD.g einbezieht. Unter dieser Vor= 
aussetzung muß damit gerechnet werden, daß die so gewonnenen Ergebnisse 
mit Fehlern behaftet sind� 

16,2 5  l!_ö,he.!!_UE.t�r.§_cp�d� .!!� ß:e.!!!e.§.s��-S..Q.�ä.e;.s,ir�c.!f.e.!!. 

Höhenunterschiede,  die mit Gleichung (6.1) nur aus Schrägstrecken 
abgeleitet wurden, können in diese Art der Ausgleichung nicht einbezogen 
werden, da für alle Beobachtungen, aus denen diese Höhenunterschiede ab= 
geleitet werden, bereits Fehlergleichungen enthalten sind. 

16, 3  Gewichte 

Zur Berücksichtigung der Gewichte ist es zweckmäßig, vor dem Aufstel= 
len und Auflösen der Normalgleichungen jede einzelne Fehlergleichung mit 
dem zugehörigen Wert V Pi,k zu multiplizieren. 

Jeder gemessenen Richtung wird das Gewicht P:s_ zugeordnet: 

� • • • •  (16 .14) 

Für Steilvisuren kann man das Richtungsgewicht noch verfeinern, indem 
man auch den mittleren Fehler der 1otabweichung berücksichtigt. In Gleichung 
(l60l4) wäre dann für � einzusetz�: 

( cc) 2 ( cc) 2 ( cc) 2 2 � = �1 + mj • cot zi ,k  • • • • •  (16 . 15) 

Jeder gemessenen Strecke wird das Gewicht ps zugeordnet : 

• • • • •  (16�16) 

Die mittleren Streckenfehler m sind von dem verwendeten Strecken= s 
meßgerät abhängig. 

Das Gewicht eines Vertikalwinkels ist durch Gleichung (l�.10) in Ver= 
bindung mit Gleichung (12.9)  gegeben. 
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17 ;§:Q;§:�:g;g�.Q�Q�.I_;i:I_i_I SYSTEM DER GEBRAUCHSRÖRllT --------------------- ·========================== 

Im Unt erabschnitt 3 , 2  wurde das System der Gebrauchshöhen in Öst erreich 
kurz behandelt� Die Fehler, die in den horiz ontalen S trecken bei konven= 
tioneller B erechnung im System der Gebrauchshöhen enthalten sein können, 
wurden im Unterabschnitt 4 , 4  besprochen. 

Eier soll nun auf die Vernachlässigungen eingegangen werden, die bei 
konventioneller Ilöhenber echnung im System der Gebrauchshöhen entstehen. 

Es hat an sich vergleichsweise wenig Sinn, bei der Einschaltung zu= 
sä:tzlicher Punkte in das Mis chsystem der österreichischen Gebrauchshöhen 
alle an sich notwendigen Reduktionen zu b erücksichtigen, wie sie in den 
vornergehenden Abschnitten besprochen worden sind. Auf der vorliegenden 
Grundlage können bei der Einschaltung neuer Punkte weder echt e geoidische 

und schon gar nicht ellipsoidische Röhen erhalten werden� 

Für die reine Röhenbestimmung im System der Gebrauchshöhen erscheint 
es daher am zweckmäßigsten, nur gemittelte Höhenunt erschiede aus Rin- und 
Rückmessungen zu verwenden, di e möglichst weitgehend vom Einfluß der Re= 
fraktion befreit wurden nach einer der Situation angepaßten N�erungsmethode. 

Bisher wurden die Röhen der Festpunkte in der Hauptsache für karto= 
graphische Zwecke benötigt. Dafür sind die in konventioneller W eise erreich= 
baren Genauigkeiten der Höhen nach wie vor mehr als ausreichend. Für tech= 
nische Proj ekte werden in den meisten Fällen lokale Höhensysteme entwickelt, 
aufbauend auf eigenen Nivellements , so daß solche Proj ekte vielfach unab= 
hängig vom Gebrauchshöhennetz sind. 

Im allgemeinen wurden die trigonometrisch bestimmten Gebrauchshöhen ' 
aus den Mittelwerten der Höhenunterschiede von Rin- und Rückmessµng abge= 
leitet und zwar fast ausschließlich unter Verwendung horizontaler S eiten� 
D er Fehler, der hierbei gegenüber den echten geoidischen Höhenunters chi eden 
entsteht, wird dnrch Gleichung (10, 24) ausgedrückt � Das erste Glied auf der 
recht en S eite von Gleichung (10. 24) beinhaltet den Einfluß der Differenz der 
restlichen R efraktionsfehler von beiden Visurendpunkten� Da im allgemeinen 
grundsätzlich mit dem HARTLischen Refraktionsko effizient en ,  Gleichung ( 1 . 1) , 
gerechnet wurde, kann dies es Glied unter Umständen einigen Einfluß ausüben, 
vor allem bei S teilvisuren� In Abb. 17 � l  ist dieser Einfluß für S eitenlängen 
bis 10 km und für verschiedene Differenzwinkel der verbleibenden RefraktionS= 
fehler dargestellt bei horiz ontaler Visur . Für St eilvisuren ist der hier 
dargestellte Fehleranteil noch durch sip.2z zu dividieren. 

Bei bodennahen Visuren wurden in der Praxis zwischen den Höhenunter= 
schieden der Hin- und Rückmessung Differenz en festgestellt , die oft ein 

mehrfaches der in Abb � 17 . l  dargestellten Fehler betragen, die j a  für den 
Mittelwert gelten� 
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Abb. 17. 1  Auswirkung der Differenz der restlichen Refraktionsfehler auf lili 
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:Das zv1ei te Glied auf der rechten S eite von Gleichung (10. 24) stEollt 

den Einfl-c;.ß der Lota-bv1eichungs- und Lotkrürm .. ungsdifferenz von beiden Vi= 

surend11unkten dar. Bei horizontalen Visuren ist dies er Einfluß gleich Null, 

er wird mit stei.;ender Yisunrni€).lllg größer.  Für eine Z eni tdistanz von 50g 

ist c�ieser Einfluß analog wie in ,l_bb. 17 .1 d.arzustellen. 

Di e  lmswirbmgen dieser beiden Gli eder von Gleichung (10. 24 ) können 

einar1der teilweise aufheben, sie können sich aber auch summieren. Vor allem 

im Bergland muß man damit rechnen, daß Differenzen bis in den Dezimeterbe= 

reich auftreten können zuischen den echten geoidischen Höhenunterschieden 

und solchen Höhenunterschieden, wie sie bisher mit alleiniger Verwendung 

von horizontalen Strecken und einem einheitlichen Refraktionskoeffizienten 

ber�chnet wurden� IJan muß daher auch bei den trigonometrisch ermittelten 

Höhen im System der Gebrauchshöhen mit Fehlern von der gleichen Größ en= 

ordnung gegenüber den tatsächlichen geoiciischen Höhen rechnen. V!ährend im 

Bergland diese Höhenfehler mehr systematischen Charakter haben werden, ist 

damit zu rechnen, daß im Flachland mit vorwiegend bodennahen Visuren wegen 

der überwiegenden Refraktionsf ehler die Höhenfehler mehr zufälligen Cha= 

rakter aufweisen werden� 

Das dritte Glied von Gleichung (lo.24) wird im allgemeinen praktisch 

keinen Einfluß ausüben, worauf bereits illl Unterabschnitt 10, 71 hingewi es en 

wurde. 



18 BEISPIEL RAURIS =========�====::::. 

18 , l  Allgemeines 
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Im Sol!lliler 1976 hatte die Triangulierungsabteilung des Bundesantes 

für Eich- und VermessungsY1esen in Wien im Bundesland Salzburg unter an= 

derem auch im Gebiet von Rauris ein Triangulierungsoperat zu machen, 

Operat s-100/1976�  

Um nun die Auswirkungen der bisher üblichen Vernachlässigung der 

Einflüsse der Lotabweichungen und der Refraktionsanomalien auf die Höhen= 

b�rechnung und in weiterer Folge auf die 
R

eduktion der elektronisch ge= 

messenen S chrägstrecken und damit auch auf die Lageberechnung in ihrer 

Größenordnung an einem praktischen Beispiel aufzeigen zu können, wurden 

in einem Teil dieses O}_)erates die dafür notwendigen zusätzlichen !.'iessungen 

vorgenommen� Außer zusätzlichen Richtungs- ,  Höhenwinkel- und StreckenmeS= 

sungen wurden in dem ausgewählten Bereich für einige Punkte aus astrono= 

mischen Messungen die
-
Lotabweichungen abgeleitet. Als Folge der ungünstigen 

Witterungsverhältnisse war es leider nicht möglich, auf allen geplanten 

Punkten die Lotabweichungsbestimmungen durchzuführen. Die astronomischen 

Messungen und Qie Berechnung der Lotabweichungen wurden von der Abteilung 

K 2 des Bundesamtes für Eich- und Vermessungswesen durchgeführt. 

Sämtliche Messungen "17Urden mit Absicht unter normalen Feldarbeitsbe= 

dingungen vorgenom;nen, es 17Urden also keine besonderen Vorsichtsmaßnahmen 

getroffen, wie z � B � Mess en von einer größeren Anzahl von Sätzen usw. Es 

sollte ja  erprobt werden, welche Ergebnisse ma.� unter den üblichen Feld= 

arbei tsbedingungen erhält .  Bei einer Vornahme dieser zusätzlichen ?fassungen 

in einem größeren räumliche Umfang kön.�te schließlich aus wirtschaftlichen 

Gründen nur das unbedingt notwendige Ausmaß an zusätzlichen ?.Iessungen ve= 

treten werden. 

Für die hier durchgeführten Untersuchungen wurde aus dem Üperat S-100 

vom Reißrachkopf bis zum Schareck aus den tatsächlichen Beobach�v.ngen eine 

kettenartige Verbindu..�g herausgelöst . Es ist daher bei einzelne....� Richtungs= 

sätzen im Operat noch eine Anzahl von Ricntungen nach anderen Pn __ �ten yo= 

handen, die hier nicht mit verll'endet worden sind. 

Einerseits sollte erprobt werden, ob es praktisch möglich ist, allein 

durch das Anlegen_ von Dreiecken, in denen alle drei S eiten gemessen wurden, 

di e Aus'1irkungen 7on Refraktion und Lotabweic�un€ ausschalten zu können. 

Wäre diese Methode zielführend, kör,nte l2all sich a.as :t.!essen -von Lotabwei= 

chungen und die Th:-mi ttlu.--ig der Itefr2.ktion in s olchen Fä.llen erspc:.ren, wo 

es gelingt, in de:;:- :r-Iatur günstige :Dreiecke zu s chaffen, wobei j e7reils eine 

Dreiecksseite nahezu horizontal sein sollte una die anderen beiden S eiten 



- 109 -

eine Visurneigung von mehr als 20g gegen die Rorizontale aufweisen sollten, 

um dieses .Ziel erreichen zu köm1en. ' 
Weiters sollte die Größenordnung der Lotabweichungen bei einer Hoch= 

gebirgsarbei t aufgezeigt werd=, so\7i e die auftretenden Versc11i edenhei t en 
als Folge der unterschiedlichen topographischen Gegebenheiten. Interessant 

war vor allem di e Größenorö1ung der Aus1iirk:u..ri.5en auf die geL:tess enen Höhen= 

winkel , au±' die gemess a"len Richtungen und auf die reduzi erten Strecken� Tia= 
rüber hinaus soll t e  auch der Einfluß der R efra.ktionsänderungen ermittelt 

werden. 

Es s ollte auch erprobt 7erden, ob die im Rahmen einer Ausgleichung 

rechnerisch eroi ttel ten Lotab;7eichungskom.ponenten plausible fl erte ergeben. 

S chließlich s ollte in einigen Varianten einer Hetzausgleichung fest= 

gestellt werden, wie groß die Auswir�'l.lllgen der hierbei auftretenden .hnde= 

rungen auf die Lageberechnung sind: 
Tiie Abb� 18� 1  z eigt in einer Lageskizze die für die s e  Arbeit verwen= 

deten Punkte und Eeobachtungen. Die nachstehende Tab elle 11 beinhaltet die 

von der Abteilung K 2 an die 
T

riangulierungsabteilung bekannt gegebenen 

Lotabweichungskomponenten: 

Punkt � cc '1. cc 1;°' cc A 
19-154 + 3 5 , 3  + 13 , 9  37, 9 23g88° 

3 6-154 + 3 9 , 4 + 14, 4  42 , 0  22g22° 

47-154 + 32 , 0  +_ 20, 1 3 7 , 8 3 5g61 c 

53-154 + 3 5 , 5 + 16, 7  39 , 2  27g9 6� 
87-154 + 46, 5  + 41, 3  62, 2 4 6g23C 

108-154 + 39 , 0  + 2 , 3  39 , 0  3&r7° 

111-154 + 32, 4  - 10, 8 34, 2  379g52° 

113-154 1 + 29 , 6  + 8 , 3  30, 8 17g45c 

114-154 + 30, 1 - 3 , 7  30, 3 39262oc 

115-154 + 32, 5 + 25, 6 41, 3 42g49C 

116-154 + 22, 7  - 18, 6 29 , 4 356g2 6° 

Tab elle 11 :  Lotab7.'eichungskoraponenten aus iJ:essung 

In den g-Komponenten sind die Unterschiede Z<Vischen den einz elnen 

Punkten verhältnisnäßig gering. Größere Unterschiede z eigen sich j edoch 

bei den '(_-Komponenten, di e s ehr deutlich die AusY:irkungen der Gel2.ndeformen 

widerspiegeln, bedingt dadurch, daß das · Tal nal1ezu in Nord-Süd-Rich�..lng 

verläuft. Di
.
e Spalte ffu::' 'J.,Q_cc gibt die Gesa.mtlotabreichu.."lg an UJld di e 

Spal t e  1 1  ll.'1 das AziI:!Ut der Lotabweichu..'1g. 
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53 

Abb� 18�1 Lagesld.zz e  Rauris 
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124 Saalfelden am Steinernen Meer 



In Abb. 1:8 ,.2-i einem Ausschnitt aus der Punktübersicht 1 : 50 ooo, 
sind die aus den astronomischen Messungen abgeleiteten Lotabweichungen 
eingezeichnet� 

' 

Strecke-".U'eduldion 

Ein Zi el dieser. Untersuchungen war, auszuprobi eren, ob es möglich 
wäre, ohne Mess en der Lotabweichungen und ohne Berech..'1.ung der Refraktions= 

änderungen allein durch das Aufläsen von Dreiecken ausgehend van .nahezu 

ho�izontal gemess enen Strecken, füx di e praktisch die Vernachläs sigung 

der Refraktions- und Lotabweichungseihflüss e  bedeutungslos wäre ,  für Steil= · 
visuren plausible Streckenwerte abzuleiten� Dies er Versuch muß praktisch 

als gescheitert b etracht et werden. 

Es hat sich gezeigt, daß es oft nur schwer und manchmal überhaupt 

nicht :?:!läglich ist, für die Anwendung dies er 1.iethode die notwendigen Voraus= 

s etzungen zu schaffen. Die not.7endigen Drei ecke sollen nahezu gleichs eitig 

s ein, eine Dreieckss eite soll nahezu horizontal sein und die beiden anderen 
Dreiecks s eiten sollen eine Visurneigung gegenüber der Rorizontalen vo n mehr 

als 20g haben, un aus dies en Dreiecken einei·seits die entsprechend redu= 

zierten Strecken, a.'1.dererseits die von Lotabweichung und Refral�tion unab= 

hängigen Hähenu.'1.terschiede ableit en zu können. Es ergaben sich bei di eser 

Arbeit nur wenige Dreiecke, di e von der Form her wirklich gut fü:r di e 

Dreiecksauflösung geeignet sind� Obwohl dies eine Hochgebirgsarbeit ist, 

sind unter den hier verwendeten 38 Strecken nur zwei, die die für die An= 

wendung der Gleichung ( 6�1) zu fordernde Bedingu_,.'1.g erfüllen, daß sie eine 

Visurneigu.ng von nehr als 20g haben. Uur weitere 6 S trecken haben eine 

Visurneigung zwischen 15g und 20g. Diese praktische Anwendu.>ig hat also vor 

allem einmal erwi esen, wie s chwierig es ist,  sogar b ei einer RochgebirgS= 

arb eit die Grundvoraussetzungen füx die Anr.endung d.ieser I,lethode zu schaffen � 

Es YTa.r in dies em Beispiel Rauris möglich, eine Reihe von Strecken aus 

mehreren Drei ecken ableiten zu können. In der Tabelle 12 sind j ene gemeS= 

s enen Strecken zus amr:lengestellt, die auch aus Dreiecken abgeleitet werden 
konnt e11. Hier z eigt sich nun, daß zwischen den aus i;:.ehreren Dreiecken ab= 
geleiteten Strecken Differenz en auftreten, die zum T eil. grä�er als 10 cm 

sind. Vergleicht Ball andererseits die aus den Dreiecksauflösungen s tam= 

menden Strecken mit j enen Werten, di e aus der Reduktion unter Berücksich= 

tigung der gemess e.'1.en Lotabweichungen, j edoch unter Verwendung des 11ARTL
Refra.ktionskoef:fi:;;ie�1.ten s ta!!Jir,en, und weiters mi·I; den unter Verwendung von 

ellipsoidischen Höhen :?:'eduzierten Strec}cen, zeigen sich gleichfalls be= 
trächtliche Unt erschiede � Die größten Differenzen ergaben sich in j enen 

Fällen, v; o die Lv.r.:ga.ngssei t e  für die Dre:i. ecksa.uflösung aus einec-.i (in Ta= 

b ell e 1 2  in Y.lamc:.er beigefügten) :tfachbarclreieck abgeJ. ei tet vrur·ie .  



Von-nachl Konvent � J 1 B erechn:me !
_ 

19- 87 

19- 9 0 

! 
• I' 

'5 9-102 ! 
'I '50-108 ' 
1 

39-111 � 
47-108 

47-111 

47-116 1 
53- 87 

53- 9 0  

87- 9 0  

9 0- 9 2  

9 0- 9 5  

9 0- 9 6  

9 5- 98  

9 6- 9 8  

98- 9 9  

9 8-102 

116-117 

1 
3349 , 0983 1 

5402 , 59 56 1 

2 <; 62 . 0878 

H7.1 . "i'\H i 
2767 ' 2088 1 

1 

4610 , 603 6  1 
.1021. 2261 

1! 107 , 83 61 1 
5312 , s726 

5122 , 1445 

2')05 , 27500 1 
2017 , 39 02 

3 552, 2917 

4551, 0314 

3 059 , 7455 

3 09 9 ,4122 

2 59 3 ,  5692 

3�05 , 2677 

1 
1 ' !:: <' 2 r· ".O �  f 
..... · · ' J ,  „ ·:J: � 

·- 113 -

Konfor:n reduz i ert e Strecke 

aus 
Dreieck 

1 m. Lotabug. , aus ellip s .  Sinussatz HARTL-Refr. Höhen 
3 349 , 1618 19- 53- 87 3348, 9 655 -

, 19 51 19- 87- 90 1 , 2488 19- 87- 9 0  
( 87- 90- 95)  

5402 , 6559 19- 53 - 9 0  5402 , 5J68 -
, 6455 19- 87- 9 0  
, 73 20 19- 87- 9 0 

( 87- 90- 9 'i) 1 
2 1162 . 081 " "59- 98-102 - -
H7 4 , '5316 3 9-108-110 lii 7.1 , c;17 .1 lA.7.1. Ll.869 
2767 , 1342 39- 47-111 2767 ' 189 5 2767 ' 1624 

. 18L1.0 'i 9-lll- EP 
4610, 6666 47-108-114 4610, 6441 4610, 5823 

. '5 804 '17-108-116 

Ll.021 . 2-:so2 "50- n-111 4021 . 2 'i'S 6 4021 . 17'71 
4707 . 8767 t7-l08-ll6 1 4707 , 8724. 4.707 . 803 6  1 

5312 , 9405 19- 53- 87 5312 , 8293 -
3 ' 0158 53- 87- 9 0  1 3 , 1007 53- 87- 90 

(87- 9 0- 9 'i )  

5122 , 13 3 9  1 9 - 5 3 - 90 5122, 0508 ! -
, 1948 53- 87- 90 
, 2767 53- 87- 9 0  

(87- 9 0- 0 s) 
2'iO"i. 2791 87- 9 0- O ')  2"iO"i. 2 630 -
2017 , 4310 90- 9 2- 9 5  - -

, 3 q71 9 0- 92- 9 8  

3 552 , 3416 87- 9 0- 9 5  - -
, 2730 90- 9 2- 9 5  1 , 33 95 9 0- 9 5- 9 6  1 . 2122 9 0- 9 'i- 9 8  

4550, 9 814 9 0- 9 5- 9 6  - -
1. 0281 9 0- 96- 9 8  

3 059 , 7 552 9 0- 9 5- 9 8  - -
, 7918 9 5- 9 6- 98 
, 677:1. 9 5- 98-102 

( 9-'i- 06-102) 

3 09 9 ' 5004 9 0- 9 6- 9 8  - -
, 4774 9 5- 96- 98 
, Ll.073 96- 98- 9 9  

'S"i02 96- 9 8-102 

2 593 , 5418 96- 98- 9 9  - -
• LWt9 9 8- 99-102 . 

3 6 05 , 3 042 3 9 - 98-102 - -
, 3 019 95- 98-102 

( 9 5- 96-102) 
, 23 62 96- 9 8-102 
, 2V.2 98- 99-102 

1 „, c. r-: a::2 l C/1. l l ';-ll6-ll 7 ' 1'1 <;8. 218'5 V c;5 2;::36  i 

Tabcl:l E: 1 2  
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Die in Tab elle 12 ausgemesenen Er-gebnisse z eigen, daß diese 1Iethode 

für den allgemeinen Fall der Anwendung zu U..llsicher ist. Die auft.retenden 

Differenzen sind offe�sichtlich auf den Einfluß der Lotabweichungen zu= 

rückzuführen, sind doch bei j emen Punkten, wo gemessene Lota.bweichungm 
vorliegen, bei 

von + 20, occ 

kungen auf die 

Eerücksichtigung der Lotabweichungen Richtungsänderungen 

bis - 17 , 6cc entstanden, was selbstverständlich AuswiI� 

Dreiecksauflösungen hat� 

Wegen der großen Differenz en zwischen den aus mehreren Dreiecken ab= 

gel_eiteten Strecken wurde der anzuschli eßende Versuch unterlass eH, aus 

di e�en Strecken i.mter Verwendung von Gleichung (6�1) Höhenunterschiede 

abzuleiten. Eine wesentliche Vorauss etzu...�g wäre hiefür, daß für die Tal= 

punkte ellipsoidische Eöhe.:." bekannt wären, für deren E_'l"mittlu.�g man wieder 

Lotabweichungsmessungen b enötigt. 

Dieser T eil der Untersuchungen beim Eeispi el Rauris z eigt als o  deut= 

lieh, daß es einerseits bereits s ehr schwi erig ist, in der Natur bei der 

Auswahl der benötigten Dreiecke die notwendigen Voraussetzungen zu schaffen, 

und daß es außerdem zu erwarten ist, daß bei der Auflösung von Dreiecken 

in einer Hochgebirgsregion zufolge der nicht berück sichtigtei1 Lotabwei= 

chungseinflüsse Strecken:f ehler bis in den Dezimeterbereich auftreten können. 

Man muß also aus diesem Eeispiel Rauris den S chluß ziehen, daß in solchen 

Extremfällen der Anschluß an Hochgebirgspunkte vom Tal aus nur unter be= 
stimmten Voraussetzungen durchgeführt werden darf, wenn man keine zusätz= 

liehen Netzspannungen erziel en  will. Ob man nun Richtungsmessungen allein 

verwendet und mit ihrere Hilfe aus im Tal gemess enen Strecken Anschluß= 

strecken zu den Eergpunkten ableitet, ob man nur eine Ausgleichung unter 

Verwendung von Richtungsmessungen durchführt ,  oder ob ma.ll. direkt gemessene 

Strecken verwendet, der Lagefehler kann in den Ta..lpunkten bis in den Dezi= 

meterbereich gehen, w enn man die Auscirkungen der Lotabweichungen ignoriert. 

P.ier taucht natürlich s ofort der Gedanke auf, auf den Anschluß an die 

BergpUnkte überhaupt zu verzichten., um sich aus uirtschaftlichen GrLinden 

die notwendigen zusätzlichen I.:essungen ersparen zu können. Abges ehen davon, 

daß es etliche Fälle geben 1iil.·d, wo es unbedingt notITendig ist, dies en An= 

schluß durchzuführen, um überhaupt eine Kontrolle erreichen zu können, ist 

auch in den anderen Fällen die Verpflichtung gegeben, die Nachbarschafts= 

beziehung herzustellen� Und was geschieht dann, wenn man bei der Bestim= 

mu.>J.g der Neupunkte auf den .lnschluß an die Bergpu.>J.kte verzichtet und im 

Rali.lllen einer Folgemessung rmß 8päter eine Verbindung z�ischen einem Tal= 

punkt u.>J.d einem nicht b erücksichtigten Eergpunkt hergestelJ. t wer d en? 

. 
In diesem Zusa...'T.'.erihang tauchen ja überhaupt einige offene Fragen auf. 

Eine:rs ei ts wurde das bisher erstellte Gebrauchsnetz orJ!le Berücksichtigung 
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der lotabi7eiclm1;.gs einflüs s e  ber e chnet .  Rat es d&.her einen Sinn, in eiLen 

Rahmen, d er mciglichGr17eis e  als Fol.:;e davon rni t Lagefehlern b cr�aft et i s t ,  

i n  Zuh."Ultl't mit srößer�r Genauigkeit �Teupunkte hineinzust el l en? Eine nei= 
tere Frage i st ,  was geschieht bei Ifachfolt;er:J e s sungen? W erclen in einem 

Gebi et , wo di e F e stpw.ü:t e rii t B eri.icksichtigu.ng der Lotabweichungen best.i=t 

v1orden sind, b ei l:achfclgemes sungen keine Lotab1rnichUI'_gen bestim:-:1t und be= 
rücksichti,;t , b e s t eht ::;leichfalls die Eöglichkei t ,  claß größe:rc Spannungen 

auftreten. ]och alle di e s e  Fragen st ehen außerhalb des Itab:r:lens dieser 
Arbeit , cla dies_,bezügliche Entscheidungen auf einer anderen Ebene li egen. 

Außer der Untersuchung der Ergebnisse der Drei ecksauflösungen wurde 
der bisher üblichen konventionellen Berechnu.ng der r eduz ierten S trecken 
die Reduktion ·cm.ter B erücksichtic,-ung der vorhanclcnen Lotab'l'7eich:.mgsrne ssun= 
gen, aber ui1t er Ve111endung der H!RTL-Refraktion gegenüber gest ellt . 

Für die :kleine Figur, von den Punkt en 39-154 und 108-154 nach Norden, 
wurden durch eine Aus gleichu...�g nach Abs chnitt 13 die tlefraktionsäl1derungen 
und für j ene Pui12o:t e ,  für welche s i e  nicht aus den astronor:iischen :.re s sungen 
abge l eitet worden sind, auch die Lotabvreichungskomponent en er.Gtl ttel t .  Her= 
nach wurde eine elli:psoiC.is che und eine geoidische Höhenberccl:nmng durchge= 

führt . 

Unt er Ver.1endung der so erhaltenen ellipsoiC..i s chen Iföhen mJ.rde noch= 
mals eine R eduktion der geme s s enen S chrägstrecken vorgeno=en. Dies wären 
eigentlich erst die richtig reduzierten Strecken. 

Die Ergebnis s e  dieser drei Arten der Streckenreduktion sind L'1 der 
Tabelle 13 zusarm:nenges tellt � 

Die größte Differenz z>.i schen der B er echnung in h erköru;::liche r Weise 
und unter E Grücksichtigung der Lot.abweichung ergab sich bei der S trecke 
von 19 nach 87 , unter VeI'l'!endung eines der beiC..en HöhenT.inkel mit 175 mm, 

im Mittel aus Hin- m1d Rückl;iessung mit 133 mm. Andererseits z eigte s ich 
die größ t e  Aus"ilirkm1g d er in der Aus gleichung err echneten Refraktions= 
änderu..�gen bei den Str ecken zum Punkt 47 im Vergl eich mit ue11 nur bezüg-=_ 
lieh der 1otab�eichung korrigi erten S trecken i!:llil erhin noch oit 62 mm, 

7 6 i:rm. U...'1d .  69 I:lJti: 
Die Zusa.DD.enst ellu..'1g in Tabelle 13 z eigt deutlich, 1.ie gefährlich 

es s ein kann, in Hochgebirge die Streckenreduktion ohne B eriid: s ichtigung 

der Lotabv; e:i.chungen und ohne Errechr�ung eir..e s  aktuell en i'lertes für die 
Refraktion d:u:rc·hzciü.hren, da die Ausvd.rkungen auf die horiz ontal e S eite 

immerhi!l bis il: clen D ezimeterb ercich gehen k5:.n(iill.. 
Anderers eits �acht die Tab elle 13 deutlich, daß es b ei nahezu hori= 

z ontal e�ess enen Strecken :praktisch bedcutll.l,gslos i s t ,  ob di e s e  Einfl�s s e 

b ei dez- Re.Jcl:t5. ori -berJ.cl:sichtigt werden oder nicht : 



Tabelle 1 3 :  Gegenüberstellung verschiedener Arten der Streckenreduktion 

Visur=-
K o n f o r m  r e d u z i e r t e S t r e c k e n 

Von-nach Konventionelle Berechnung gemessene Lotabvreichung, HARTL-Refr� . ellipsoid. neigung Hin Zurück Mi"btel Hin Zurück !\!i tt el IIöhen 

19- 07 ß 3349 , 04 29 334 9 , 1536 3349 , 0983 3348 , 9526 3348, 9783 3348, 9655 - 27, 15 -
19- 90 - 13 , 48g 5402 , 6092 5402 , 5819 5402 , 5956 5402, 5468 - - -

36- 99 O' 1603 , 9349 1603 , 9352 1603 , 93 50 1603 , 9374 - 1 , 59° - - -
3 6-102 .+ 4 , 18g 533 , 1357 533 , 1377 533 , 1367 533 ,1351 - - -
3 6-106 - 3 , 67g - - 2 040, 9327 - - 2 040, 8683 -
39-108 - 3 1 , 89 g 1 4 74 , 5402 1474 ' 5345 1474, 5374 - 1474, 5174 - 147 4 , 486� 
39-111 - l9, 29ß 2767 , 2072 2767 , 2104 2767 , 2088 - 2767 , 1895 - 2767 , 1624 
47-108 B' 4 610, 592 5 4610, 614 7 4610, 603 6 4610, 6180 4610, 67 01 4610, 6441 4610, 5023 - 15 , 94 
47-111 - 18, 75g 4021 , 2231 402 1 , 2291 4021 , 2261 4021, 2260 4021 , 2812 4021,  2536 4021 , 1n1 
47-116 - l;, , 53ß 47 07 , 9129 4707 , 8593 4707 , 8861 4707 , 8650 4707 , 8798 4707 , 87 24 4707 , eo3 6 
53- 87 - 17 , 97g 5312, 0553 5312 , 0099 5312 , 8726  5312 , 8075 5312 , 8510 5312 , 0293 -

•• 

� 0\ 
• 

53- 9 0  - 1 4  ' 391!. 5122 , 1123 5122 , 1767 512 2 , 1445 5122 , 0508 - - -

87- 90 + 9 , 13g 2505, 2338 2505 , 2442 2 505, 2390 2505 , 2639 - - -
87- 95 - 3 , 81°' 419 5 ,  6818 . 1[195 , 6912 419 5 , 6065 419 5 , 6596 - - -

102-108 - 2 , 9 56 317 2 , 6377 31'( 2 , 6355 317 2 , 6366 - 3172 , 6268 - -
106-108 + o, 4se 1083 , 6005 1003 , 6005 1083 , 6005 - 1083 , 6009 - -

108-110 - 1 .,., 5g 
, _ 1212 , 7725 1212 , 7724 1212 , Tf24 1212 , 7711 - - 1212, 7711 

108-116 + 1 ,  03G 5281 , 3907 5201, 3995 5281, 3991 5281 , 403 7 5281 , 4015 5281 , 4026 52s1 , 4025 
110-111 - o, 94G 1041,  0362 J.041, 0362 1041 , 0362 - 1041 , 0362 - 1041 , 0361 
no ... 113 - l , 96g 2097 ' 057 0 2 09 7 ,  0)89 209 7 '  0579 - 2097 , 0558 - 2097 , 0547 
llO- EP - 3 , 14g io55 , 9e3 0  1055, 9041 l055 , 9s36 - - - 1055, 9s15 
113-116 + 4 , so {j 2)28, 1628 232e , 1649 2328, 1638 2328 , 1710 2328, 1678 232s, 1694 2 ) 2 8 , 1687 
116-117 - 0 ')"'G , _ ,  14 50,  227 4 1� 5e, 2300 1450 , 2287 1458, 2183 - - 1450 , 2238 

·- _____ _____ ,_ _  
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N etzaus glei chunp;en 

Zur Erprobung, r.elche Aus17irkungen die im_ Unterabschnitt 18 , 2  zusam= 
mengestell ten Di:Lferenzen in de..'11 nach verschiedenen Uethoden reduzierten 
Strecken auf die Kocrcli.r!aten der Fest:punkte haben, =O.e eine Reil:e von 
Hetzausgleichungen elektronisch im Bundesrechenzent:::-um mit dem neu er= 
stellten Programm " EDV-Netz 77" d.urchgeführt. 

Vorerst wurde die in Abb. 18�1 dargestellte Gesamtfi.sur in die Netz= 

ausgleichung einbezogen, - hiefür wurden die Punkte 47-154 und 53-154 als 

gegeben a.I'.genommen und alle übrigen Festpunkte als Neupunkte betrachtet. 

Um auch dj_e Aus..,.irkung der für die kleine Figur in einer getrennten 

Ausgleichu11g ermittelten Refraktionmmterschiede auf die Lageberechnung 
erproben zu können, rrurde zusätzlich noch die kleine Figur von den Punktem 

39-154 und 108-154 nach Norden allein der Netzausgleichung unterzogen. 

Hie:für '\"i"Urden die Pun.."l(te 3 9-154 und 47-154 als gegeben angeno=en. 

Insgesamt TIUrden folgende Netzvarirui.ten durchgerechnet : 

a) Gesamtfigur, ohne l.laßstabsfa.ktor, Strecken konventionell reduziert, 

HARTL-Refraktion, ohne Berücksichtigung der Lotabr.eichungen. 

b) Gesamtfigur, ohne Kaßstabsfaktor, Richtungen auf den Stondpunkten mit 

gemess ener Lotabweichung entsprechend reduziert, Streckenreduktion 

unter Berücksichtigung der ger.J.essenen Lotabweichungen, aber mit HARTL

Refraktion� Da nicht bei allen Punkten Lotabweichungen vorliegen, ent= 

stehen auch nicht bei allen Punkten Änderungen in den Ausga.ngodaten. 

c) Gesamtfigur wie a) , aber mit l[aßstabsfaktor. 

d) Gesamtfigur wie b) , aber mit Eaßstabsfaktor .  

e )  Kle{r-e Figur wie a.) � 

:f) Klein& Figur wie b) . 
g) Kleine Figur, ohne 1!a.ßstabsfaktor, Richtungen wie in b) , fltrecken 

unter Verwendung der elli�soiclischen Höhen reduziert. 

h) Ilein.e Figux vrie a) , aber ni t I.�aßsta.bsfaktor. 

k) Kleine Figur. w:ie g) , aber rit 1'.a.ßstabsfa.ktor. 

Die Ergebnisse di eser 9 Varianten wurden in der Tabelle 14 zusa.rulllen= 

gestellt� 

Die ausgewiesenen Koordinatenänder�:ngen beziehen sich au:f die im 
Operat S-lOG errec1meten Koordinaten� Es müssen daher die Varianten b) , 

c) und d) mit der Variante a) verglich8n werden und die Varir:nten f) , g) , 

h) und k) ·mit der Variante e) . 



Tabelle 1 4  
K o o r d i t  a t e n ä n d e r u n 1  e n  i n mm 

Punkt a) b) c1 d) e) 
dy clx dy d.x dy dx dy dx dy dx 

19 1 - 26 + 11 - 2 5  � 29 - 16 + 1 - 2 5  + 3 0  • • 

3 6  + 5 - 1 - 44 - 72 - 2 3  - 2 0  - 42 - 71 • . 
39 - 1 + 4 - 3 5  - 63 - 2 5  - 17 - 33 - 61 • • 

87 + 2 + 22 - 38 - 60 - 2 + 9 - 38 - 59 • • 

9 0 + 5 - 8 - 9 - 82 - 12 - 11  - 7 - 82 • • 

92 + 8 + 3 - 19 - 80 - 9 - 8 - 18 - 79 ' 
• • 

9 5  + 15 + 3 - 21 - 82  ... '.'9 - 11 - 19 - 81 • • 

96 + 12 - l - 25 - 82  - 11  - 15  - 24 - 81  • • 

98 + 12 + 4 - 31 - 71 - 23 - 13 - 29 - 70 ' 
• • 

99 + 5 0 - 42 - 78 - 21  - 19 - 40 - 77 • • 

102 + 7 - 4 - 39 - 79 - 19 - 23 - 37 - 78 • • 

105 + 1 3  + 7 - 37 - 88 - 1 5 - 16 - 35 - 86 • • 

106 0 - 1 - 38 -113 - 29 - 23 - 36  -111 ' 
• • 

108 + 3 + l - 37 - 9 5  - 2 6  - 21  - 35  - 94 + 1 - 5 
110 0 - 5 - 30 - 97 - 23 - 28 - 28 - 9 5 - 3 - 10 
111 + 4 0 - 2 3  -100 - 22 - 28 - 21  - 99  + 2 - 2 
113 0 - 3 - 14 -104 - 17 - 3 5  - 13 -102 - 3 - 6 
114 - 2 0  - 2 6  - 1 4  -129 - 27 - 66 - 14 -126 - 22 - 28 
115 - 26 - 31 - 10 -111 - 31 - 61 - 9 -109 - 2 8  - 3 3  
116 - l - 10 + 6 -114 - 7 - 54 + 6 -111 - 3 - 12 
117 - 17 - 15  + 7 1 -118 - 12 - 56 + 7 -11 5 - 19 - 17 

EP + 2 i - 1 - 22 1 - 99 - 20 - 31  - 21 - 97 � 1 l - 4 'I 1 -

f ü r  V a r i a n t e 
f) g) h) 

dy dx dy dx .  ' dy 

• . • • . .  : ' 
• • • • • 

• • . • • 

• • • . • 
' 

• . • • • 

. . . • • 

• • • • • 

• • • • . 
' 

• . . • • 

• • • • • 

• . . • • 

• • • • • 

• • • • . 
- 5 - 48 - 42 - 27 - 11 
- 7 - 48 - 51 - 39 - 14 
+ 3 - 43 - 50 - 18 - 16 
- 4 - 50 - 68 - 31 - 22 
- 22 - 72 -104 - 51 - 44 
- 17 ! - 65 -100 - 53 - 46 
- 6 - 52 - 85  - 22 - 26 
- 17 - 66 -112 - 41 - 37 
- 3 ! - 41 - 54 - 28 - 16 

k) 
dx · dy 

' ' 
• • 

• • 
' . . 
• • 

. • 

• • 
' 
• . 
' 
• • 

• • 

• • 
' 
• • 

• • 

• • 

+ 5 - 38 
- 8 - 47 

0 - 44 
- 11 - 62 
- 40 - 96  
- 45 - 93 
- 2 6  - 77 
- 37 -105 
- 6 - 4 8  

dx 

• 

. 
• 
' 
• 

' ' 
• 

. . 
• 

• 

• 
' 
• 

• 

• 

• 

- 31 
- 39  
- 19 
- 29 
- 47 
- 49 
- 17 
- 34 
- 27 

..... ...... 
CO 
1 



In Tab elle 1 5 sind nocr weitere wesentliche Ausgleichungs ergebnis s e  
für die 9 ·varianten zusa.tJWengestellt, wobei f estzustellen i s t ,  daß b ei 
der Ve:ri7endung konven!ionell reduzierter Streci:en in dies em B eispiel ein 
etwas höh erer Eaßstabsfaktor entsteht als bei Verwendung der unter B e=  
rücksichtigung der Lotabwei chungen reduzi erten Strecl:en. 

cc LiaßstabsfaktoI V . lllp IV aria.n t e m s � s in m.11 J.n = 
(m.'11) mm/km von bis von bis 

a) 4 , 9 10 . +27 -3 1 20-30 
b) 4 , 9

1 
10 . +23 -17 19-29 

c) 4 , 7 9 - 2 , 9  +12 -33 20-3 0 
d) 4, 9  10 + 0, 2 +23 -17 21-32 
e) 3 , 8  8 . + 7 -11 8-19 
f) 4 , 7  9 . +11 -21 10-2 3  
g) 4 , 6  9 . .  +17 -15 10-23 
h) 3 , 6 7 - 5 , 1  - 1 -35 9-21 
k) 4 , 7  9 + 1 , 9  +23 - 7 ' 12-27 

Tab elle 15 

Die Tabelle 16 beinhaltet eine Zusammenst ellung des Vergleiches 
verschi ede.c--i.er Variant en� Eier sind die Unt erschi ede 6 (a.y) und 6 (clx) in 

den Koordinatenänderungen und die maxifilal e Lageverschi ebung d.s zwi= 
max 

s ehen den betreff enden Varianten a...VJ.gefWirt � 

Vergl� d� c (a.y) 6 (dx) d srnax Varianten in =  in mm Pt;mkt 
von bis. von bis in mm 

c) - a) + 10 - 2 5  - 3 - 44 44 116-154 
d) - b) + 2 0 + 3 0 . e 

h) - e) - 11 - 23  + 10 - 20 27 116-154 
117-154 

k) - g) + 8 + 4 + 7 - 4 . . 

b) - a) + 24 - 50 + 18 -104 118 106-154 
d) - c) + 22 - 3 6  + 29 - 88 88 106-154 
f) - e) + 11 - 6 - 32 - 49 49 117-154 
g) - e) - 43 - 9 3  - 1 0  - 29 9 6  117-154 
g) - f) - 37 - 95 + 3 0  + 9 98 117-154 
k) - h) - 2 7  - 68 + 9 - 3 6  68 117-154 

Tab ell e 1 6  

Hier zeigt s ich, daß die Lageänderung bis in den Dezimet erbereich 
gehen kann, abhängig davon, ob man die ger;:iess e..'1.en S chrägs trecken ohne 

oder mit 3 erücksichti0111g der Lotabweichungen reduzi ert . Int eressant ist 
auch noch die relativ große Lageänderung z..-.-ischen den ·oeiden Variante..'1. 
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f) und g) , wo in b eiden Fällen bereits die Lotabweichu .• >igen berücksichtigt 
sind. Ursache für diese Änderungen sind die aus der getrennten Aust;lei= 
chu.."'1.g sta.n.'Tienclen Refraktionsänderungen, die in" den ellipsoidischen Höhen 
ihren Niederschlag finden� 

Höhenb erecr.nungen 

Als Grundlage der Honenberechnungen wurden die Höhenunterschiede in 
verschiedenen .Varianten berechnet� Vor allem erfolgte eine Berechnung in 
konventioneller :'leise. J ene Höhenunterschiede, wo  für den Standpunkt de:i! 
H9henuinkelmessung eine Lotabweichu."'1.gsbestillll!lun� vorlag, wurden in der 
zweiten Variante Uliter Berücksichtigung der Lotabweichungen berechnet , aber 
mit Verwendung der RA.RTL-P,efraktion. Iliese Höhenunterschiede waren den.-i. die 
Ausgangswerte :für die Ausgleichtui.g nach Abschnitt 13 , die über den Bereich 
der kleinen Figur erstreckt wurde, von den Punkten 39-151 und 108-154 nach 
Norden. Dadurch s ollten die in dieser Figur noch unbekan.llten Lotabweichungs= 
komponenten für die Punkte 39-15'1, 110-15.i, 117-154 und EP =d. für vier 
Gruppen von Visurcn die Refraktionsverbesserungen berechnet werden. Dies e 
vier Gruppen wurd.e..-i. so definiert : 
a) Visuren vom Berg ins Tal; 
b) Visuren vom Tal auf den Berg; 
c) Visuren vom Tal zu Hangpunkten; 
d) Visuren im Talboden; 

Für diese vier Visurengruppen ergaben sich folgende Refraktionsä."'10.e= 
rungen .6k als Zuschlag zum j eweiligen EARTL-Refraktionsko effizienten: 

.6ka = + o ,  1319 - 0 ,1352 

0, 0565 

Als errechnete �otabweichungskomponenten ergaben sich aus der Aus= 
gleichung folGe..11d.e ':l erte :  

Punkt < cc  
f 

'1. cc -zj.CC A 
39-154 + 16, o + 25 ,4  30, 1  64g2lc 

110-154 + 29 , 9  - 2 , s  30 ,1  394goo0 
117-154 + 2 , 6 - 12, 5  

1 
12, 8 313go2c 

EP + 53 , 2 - 23 , 5  5s , 2  373g48c 

Tab elle 17 
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Dies� Ergebnisse für die errechneten Lotabweichungsko:nponenten 
weisen darauf hin, daß wohl die Grundtendenz der Lotab�eichungen so 
einigennaßen erzi elt ··il.U'de, doch darf' man die s e  Lotabweichungen nur 
als Näherungswerte betracht e..."l. "ilältrena die .� -Komponenten eher glaub= 
würdig erscheinen, fallen die 1. -Ko:i:ponenten ein wenig aus dem Rah..r:ien 
der aus den astrono:::rrischen lfossu..>J.gen abgeleiteten W erte. Es sind na:= 

türlich zum Teil et'.7as wenig Überb estilil1"'ru.ngen vorha..YJ.den. 

Mit den Ergebnissen dieser Ausgleichu..YJ.g wurden nun einerseits 

ellipsoidische Höhenunterschiede abgeleitet und andererseits genähert 

geoidische Röhenunterschl.ede � 

·rn der Tabelle 18 ist ei!1e detailliert e Gegenüberst ellung der in 

den angeführten vier Variant en b erecrJD.etcn Höhernxn.terschiede enthalten. 

In diese Tabelle UQrde auch der F...ARTL-Refraktionskoeffizient und der für 

die Höhe...>J.unterschiede im B er eich der kleinen Figur aus der Ausgleichung 

resultierende Refr�kti onsko effizient aufge...YJ.or.r:ien. 

Die ellipsoidischen und die geoidischen nöhemmterschiede bildet en 

die Grundlage für zwei Höhe...YJ.ausgleichunge...YJ. navh Abschnitt 14 im B ereich 

der kleb.en Figur � Für di e J3erechnu.."lg der ellipsoidischen Höhen WUI'de 

die Nivellementhöhe des Punktes 113-154 als lrnsgangsh011e übe:rno:imien, b ei 

der B erechnung der geoidischen Höhen wurden die Nivellementhöhen der 

Punkte 110-154, 113-154, 114-154, 117-154 und EP als Ausgangswert e ver= 

wendet. 

In der nachfol ge.Cl.den Ta.belle 19 sind für die kleine FigQr die Höhen 

aus dem Opera.t S-100, die geoidischen Höhen nnd die ellipsoid.ischen Höher1 

einander gegenüber gestellt . Die Differenz Gi- Ei ergibt dann die Ab= 
stände des Geoids vom Ellipsoid für die Punkte die s er Figur� Eezieht �an 

dies e  Abstände auf den tiefst gelegenen Geoidpu.:'1..�t, 108-154, erhält man 

einen Maximalabstand von 234 IIim z--aischen Geoid und Ellipsoid beim Pur.kt 

117�154; Die Iliffe:renz Gi- Hi z eigt nu....11 cien Unterschi ed zwischen den 

Gebrauchshöhen aus da� Ü:perat und den geoidischen Höhen. Ilie zum ?eil 

großen Differe..."'1.Zen, 3 02 = b eim Punkt 47-154 und 87 = beim Pur.kt 39-154, 

ergaben s ich hauptsächlich du:?:ch die B erücksichtigung der Refraktions= 

ä.YJ.d e::cungen: 
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Tabelle 1-0 :  Gegenüberst ellung der Höhenunterschiede 

H ö h e n u n t e r  s c h i e d Refraktionsko effizient 

konve..."l'l.t � 
ri . Lo�abzrg„ 1 

Von-nach Ji!ill '.i: JJ-Rf l„ fl 
ellips oid. 1 geoidis ch n. ill.RTL a.Ausglg0 

' 1 -1522, 9642 -1523, 1628 . 1 . + 0, 1221 . 19- 87 +1522,7205 +1523 , 1064 + 0, 1343 . . . 
Mittel 1522, 0424 2523 , 1346 • . 

19- 90  -ll60, 8661 -1161� 1562 • � + 0, 1221 1 . 
+1160,9912 � . . + 0, 1314 . 

1.üttel 1160, 9286 . . . 

36- 39 + 712 , 1826 :i- 712� 0348 . . + 0, 1379 . 
- 712 , 2273 � � ! + 0, 1322 . 

Mittel 712 , 2050 . . . 

36- 96 + 103 ,9584 + 104 � 2072 � � + 0, 1379 . 
- 203, 9410 � • � + 0, 1370 . lli tt el 103 , 9497 . . . 

36- 98 + 775, 3966 + 775� 4569 . . + 0, 1379 . 
- 775, 4090 � � � + 0, 1316 . lli ttel 775,4028 . . • 

36- 99 - 39,9386 - 39� 8385 � • + 0, 1379 . 
+ 39 , 9164 � . . + 0, 1382 . 

Mittel 39, 9275 . . . 

36-102 + 35 , 2471 + 35� 2573 � � + 0, 1379 . 
- 35, 2174 � � . + 0, 1376 . 

Mittel 3 5, 2322 . . . 

36-105 + 80, 1009 + 79� 9940 . • + 0, 1379 • 
- 80, 1723 � � � + 0, 1372 . 

Mittel 80, 1366 • . • 

36-106 - 120, 3701 - 120t4961 � • + 0, 1379 . 
+ 220, 2535 ' + 0, 1388 � � � . 

Mittel 120, 3118 . • • 

36-108 . . . � • . 
. + 112, 1945 + 112, 3811 . • + 0,1388 • 

39-108 - 807 , 2070 • - 807 , 2997 - 807 , 2326 + 0, :::.323 + 0, 2642 
+ 807 , 2174 + 807� 2486 + 807 , 2960 + 807 , 2648 + 0, 1388 - 0, 1054 

lli ttel 807, 2122 • 807 , 2978 807 ' 2487 
- s50, 11s5 ' - 850, 2599 - s50, 1607 + 0, 1323 + o, 2642 39-110 '! + 850 , 0725 � + 850,2423 + s50, 15s3 + 0 ,1390 - 0 , 1052 

Mittel 850, 0955 . 850, 2511 s50, 1580 

39-111 - 865,2973 . - 865, 5083 - 865, 3003 + 0,1322 + 0, 2640 
+ 865, 2869 + 865� 3538 + 865, 5220 + 865, 4382 + 0, 1391 - 0, 1050 

Mittel 865, 2921 . 865, 5152 865, 409 6  

39- EP - 902 , 0894 � - 902 , 3334 - 902 , 1ao4 + 0, 1322 + 0, 2640 
+ 902 , 0558 � + 902 ,3797 + 902, 22s3 + 0, 1394 - 0, 1048 

Mitt el 902,  0726 . 902 ,3566 902 , 2044 

47-108 -1179,4962 :-1179 , 3962 -1179 , 6231 -1179 , 7231 + 0, 1293 

1 
+ 0, 2612 

+1279, 4093 +1179 , 1926 +1179 , 6126 +1179 , 8293 + 0, 1388 - o, 2054 1'ii ttel 1179, 4528 1179 , 2944 1179, 6178 1179 , 7762 



Von-nach 

47-111 

IJit t el 

47-114 

Mit t el 

47-115 

lli.tt el 

47-116 

lli t t el 

53- 87 

1.:!i tt el 

53- 9 0  

Mitt el 

87- 9 0 

l\üt t el 

87- 9 5  

Mit t el 

102-108 

Mittel 

106-108 

11ittel 

108-110 

1ii t t el 

108-114 

Mit t el 

108-116 

11i t t el 

110-111 

Mit t el 

110-113 

lättel 
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Tab ell e 18 (Forts etzung) 

H ö h e n u n t e r s c h i e a. 
r.i T +- , ..-, .:--,-----, ---
"·• .!JO v a o , . 6 •  1 i 1 · · a.  1 . . h konvent . u .  :S."'L J.·"' 1 e_ 1pso1 • geo1d1sc .;..1..:'....... l. ·-- L �  ... 

-1220, 3 83 0  1 -1220, 373 5 ! -1220, 5483 -1220, 55.78 
+1220, 3 63 4  ' -i-1220, 1915 1 +122 0, 5150 +122 c , 6 s69 

1220, 3732 1220, 2325 1220, 5316 1220, 6224 

-1255, 9148 -125 6 , 1052 -12 5 6 , 3126 -1256, 1 015 
+1255, 8708 +1255, s916 +125 6 , 2755 +1256 , 223 0  

i255 , s92s 1255 , 99 s4 1256, 294.0 . 12 5 6 ,  1622 

- 9 7 5 , 6421 - 97 5 , 8 082 - 97 5 , 9393 - 9 7 5 ,  7 594 
+ 9 7 5 , 4587 + 9 7 5 , 6557 + 9 7 5 ,  2.984 + 9 7 5 , 6928 

97 5,  5504 9 7 5 , 7 3 2 0 1 9 7 5 , 9158 9 7 5 ,  7261 

-109 3 ,  53 54 -109 3 , 7417 -1093 ,9"77 0 -1093 , 7707 
+109 3 , 7661 +109 3 ,  678 0 +1094, 113 6 +109 � ,  2 017 

109 3 , 65os 109 3 ,  7 09 3 109 4 ,  01l53 1093 , 9 862 

-1539 , 743 6  -153 9 , 9 038 � � 
+1539 , 6240 "!1539 , 7 585 . . 

1539 , 683 8 1 53 9 , 83 3 6  . . . 
-1177 , 6047 -1177 � 8724 . . 
+n7 7 , 3241 � . � 

1177 , 4644 . . . 
+ 3 62 , 1006 + 3 61� 8918 � . 
- 3 61 , 9 53 8  • . � 

3 62 , 0272 . . • 
- 251 , 7 637 - 2 52 � 133 3  � � 
+ 251, 607 0 . � � 

2 51 , 6854 . . . 
- 147 , 3392 • � . 
+ 147 , 3876 + 147 , 5744 . . 

147 , 3 63 4  . . . 
+ 8 ,  0737 • • . 
- e , 0794 - s , 0203 . ! 

8 ,  07 6 6  . . . 
- 25, 7133 - 25 , 7 814 - 25,  77 49 - 25, 7 06 8  
+ 25, 7181 . + 2 5, 7 799 + 2 5 , 724 6  

2 5 , 7157 . 25, 7774 25, 7157 

- 7 6 , 43 07 7 6 , 7178 - 7 6 , 6155 - 7 6 , 3280 
+ 7 6 ,  29 09 + 7 6 , 5009 + 7 6 , 6033 + 7 6 , 3 9 2 6  

76, 3 6 08 7 6 , 6094 - - 7 6 ,  6094 7 6 , 3 6 03 

+ 85,  7 633 + 8 5 , .1-53 0 + 8 5 ,  57 65 + 8 5 , 8568 
- 8 5 , 7127 - s5, 5s74 - 85, 4638 - e 5 , 5e91 

s5, 7380 s5, 5202 85, 5202 8 5 , 7 3 e o  

- 1 5 , 2141 . - 15 , 219 0 - 1 5 ,  209 3  
+ 1 5 , 2165 + 1 5 , 2147 + 15, 2195 + 15, 2213 

15, 2153 . 15, 219 2 15, 2153 --- 64, 7 588 1 • - 64, 8203. - 6l , 73 9 5  
+ �ti·��� l + 

64� 7972 + 64, 8167 + 64 , 7195 
. 64, 8185 64, 7 29 5 

R efrskti onsko effizi en!I 
n. F�::21 a.Ausglg. 

+ 0, 1293 -!- 0, 2612 
+ o, 1391 - 0, 1050 

+ 0, 1293 + 0, 2612 
+ 0 , 13 9 4  - o, 1048 

+ 0, 1293 + 0 , 2612 
+ 0 , 1371 - o, 107 0 

+ 0, 1293 + 0 , 2 612 
+ o, 13 51 - 0 , 1061 

+ 0, 1220 � + 0, 1343 • 

+ 0 , 1220 . + 0 , 1314 . 

+ 0 , 1343 . 
+ 0 , 1314 . 

+ 0 , 1343 . + 0 , 13 63 . 

+ 0 , 13 7 6  . + o, 13ee . 

+ o, 13se . 
+ 0, 1388 . 

+ 0, 1358 + o, 0823 
+ o, 139 0  + o, os25 

+ 0, 13 88 + o, 0823 
+ 0 , 1394 + 0 , 0829 

+ o, 1358 + o, os23 
+ o, 13s1 + 0 , 0816 

+ 0 , 13 9 0  + o, os25 
-1: o,  1391 + 0 , 082 6 

+ 0 , 139 0 + o, os2 5  
+ 0, 139 5  + o ,  cs3 0  



Von-nach 

110-116 

Mittel 

110- EP 
Mittel 

111-113 

Mittel 

111-114 

111- EP 
Mittel 

113-114 

113-116 

Mittel 

114-115 

Mittel 

114-116 

Mitt el 

115-116 

Mittel 

115-117 

l"d. ttel 

116-117 

Mittel 

116- EP 
Mittel 
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Tabelle 18 (2 �  Fortsetzung) 
H ö h e n u n t e r  

konvent . m0Lotab\·:g:. 
H.:L"!\TL-Rfr � 

+ 111 , 4566 . 
- lll, 47 05 - 111� 3989 

111 , 4636 • 

- 5 2 , 0160 � 
+ 51, 99-38 'f 

52, 0049 • 

- 4 9 , 5605 - 49 , 6372 
+ 49,  5388 + 49 , 6102 

49 , 5496 49 , 6237 - 3 5 � 5674 - 3 5 � 7212 
• . 

- 3 6, 8076 - 3 6� 8315 
+ 3 6 ,  7863 � 

36, 7970 . 
+ 14� 0158 + 13 , 9271 . . 
+ 176 , 2242 + 176, 1152 
- 17 6, 1957 - 176, 1580 

176 , 2100 17 6 , 13 66 

+ 280, 2314 + 280, 2181 
- 280, 2186 - 280, 2499 

280, 2250 2so, 2340 

+ 162, 2212 + 162, 2057 
- 162, 2224 - 162 , 2 28 2  

162, 2218 162 , 217 0 

- 117 , 97 01 - 118 , 03 58 
+ 118 , 0263 + 117 , 9940 

117 , 9982 118, 0149 

- 314, 6095 - 314� 6998 
+ 314, 639 3  � 

314, 6244 . 
- 196 , 6487 - 196 � 7160 
+ 196 , 6294 . .  

196, 6390 . 
- 163 , 4326 - 163 , 3 622 
+ 163 , 4437 � 

163 , 4382 . 

s c h i e d ' 

ellipsoid. geoidisch 

+ 111, 3728 + 111, 5432 
- 111 , 3 122 - 111 , 3836 

111 , 3425 lll, &634 - 52,  0405 - 5 2 , 0111 
+ . 52, 02eo + 51, 9927 

5 2 , 0342 52, 0049 

- 49 , 6269 - 49 , 5498 
+ 49 , 6205 + 49 , 5487 

49 , 6237 49 , 5492 

. • . . - 36, 8306 - 3 6 , 8015 
+ 3 6 , 8289 + 3 6 ,  7867 

3 6 ,  8298 3 6 , 7941 

� � . . 
+ 176, 1393 + 176 , 2483 
- 176, 1339 - 176 , 1716 

17 6 , 1366 17 6, 2100 

+ 280, 2371 + 280, 2464 
- 280, 2420 - 280, 2112 

280, 2396 280, 2288 

+ 162, 2125 + 162 , 2327 
- 162 , 2240 - 162, 2238 

162 , 2182 162, 2282 

- ll8, 0157 - 117 , 9 523 
+ 118 , 03 04 + ll8 , 0643 

118, 0230 118 , 0083 

- 314, 6771 - 314, 5944 
+ 314, 6772 + 314, 60311_ 

314, 6772 314, 63e9 

..: 19 6 ,  6933 , - 196,  6260 
+ 196, 6933 + 19 6 , 6705 

196 , 6933 196, 6482 

- 163 , 3 097 - 163 , 3796 + 163 , 2867 + 163 , 4954 
163 , 2982 163 , 4375 

Ref�aktionskoeffizie1� 
n. HARTL a.Ausglg. 
+ 0, 139 0  + 0, 0025 
+ o, 13e1 + 0, 0816 

· -

+ 0 , 1390 1 + 0, 0825 
+ 0, 1394 + o, 0829 

+ 0, 1391 + 0, 0826 + 0, 139 5  + o, 083 0 

+ 0, 1391 . . . .. 
+ 0, 1391 + o, os26 
+ 0, 1394 + o, 0829 

+ 0, 139 5  � 
. • 

+ 0, 1395 + 0, 083 0 
+ 0, 1381 + 0, 0816 

+ 0, 1394 - 0, 1048 
+ 0 , 1371 + 0, 0019 -
+ 0, 1394 - 0, 1048 
+ 0, 1381 + 0, 0029 

+ 0 , 1371 + 0, 0019 
+ 0, 1381 - o, 1061 

+ 0, 1371 + 0, 0019 
+ 0 , 139 9  - 0, 1045 

+ 0, 1381 + o, 0029 + 0, 1396 - o, 1045 

+ o, 13s1 + 0, 0816 + 0, 1394 + o, os29 

Eei den geoidischen Höhenunterschieden erfolgte auch bei j enen Höhen= 
winkelnes sunge..>J., uo keine gemes sene Schrägstrecke vorlag, di e H_önenunter= 
schiedsberec:hnung U..'lter Ver.7endung von Schrägstrecken, die aus den Koordi= 
naten und ellipsoidischen Höhen der Visurendpunkte abgeleitete i'l'.ll'den. 
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Tabelle 19 : Zusa.mnenstellung der ausgeglichenen Höhen 

ll G. - E. 1 G . - li .  
Punkt H". in -m G.  in m E. in m J. J. J. J. 

J. J. J. 
.. in m :in m 1 

39-154 1855, 280 1855, 367 1855, 462 - 0, 094 + o, 087 

47-154 2215 , 226  2215, 523 2215, 5L2 - 0, 014 + 0, 3 02 

108-154 1030, 920 1030, 916 1031, 020 - 0, 104 - 0, 004 

110-154 1005, 192 1005,199 1005 , 239 - 0, 040 . 

111-154 989 , 980 989 , 980 990, 021 - 0, 041 0 

113-154 9L',O, 4.22 240,t.02 240! .c.02 0 . 

114-154 loo:z, 01,� 10071 042. 1006 , 945 + 0, 104 . 

115-154 1234 ,  638 12)4 � 660 1234 , 568 + 0, 092 + 0, 022 

116-154 1 1116, 640 1116, 655 1116, 550 + 0, 105 + 0, 015 

117-154 2202 oc4 220. OC•4 919 , 874 + 0, 13 0 . 

EP 222, 1e6 222,126 953 , 193 - 0, 007 • 

Die für die Höhenberechnui�gen verl'iendeten Ausgangshöhen (liivclle= 
menthöhen) si..�d in Tabelle 19 unterstrichen. 

Die l3erücl:sichtigung der Lotab'.;eichungen hat bei den Eöhenuntersc:hieden 
nicht unbedingt die Ylirkung, daß die :Dif:ferenz de:r .Absolutbeträge der Höhen= 
unterschiede von Ein- und Rücknessung bzw. gleich bedeutend die Sm::r:ne 
L'.H . k+ 1\!L • kleiner wird als ohne l3erücksichtigung. Vielfach wird sie 

J. ' --i,;:' J. 
sogar größer, da dann erst c3.ie Refraktionseinflüss e  voll zum Vo:!:'schein 
kommen� In der Tabelle 2 0 s ind di e �tremwerte dieser l3et:räge für die 
vier .Arten von Eöhenuilterschieden zusam::;engestellt u,'d die �ahl d er 
Höhenunterschiede in besti=ten Größenbereichen dies er SU11ID.e · bzw. :Differenz � 

Art 

l:R I  
DE' 

DE 
t;,G 

l:R .  ,_+ lo..� i 1 , .1:-.· ' 
vcn bis 

+0, 231 -0, 221 

-0, 022 -0, 217 

+0, 137 -0, 041 

+0, 431 -C, 067 

.b.nzahl C.er EöhemmteI·schiede 
0-2 cm 2-5 = 5-10 Cl:l 
13 12 5 

0 5 2 

16 6 1 
8 5 4 

Tab elle 20 

:für die NL k+!E, .= 
J.. ' - x, J. 

10-20cm über 2 0  cm 

7 3 
4 3 
2 0 
6 2 

. 

])aß bei den ellipsoidischen Höhemmterschieden trotzclen noch einige 

größere SuföDenr.erte au:ftreten, z eie;-t, daß fili:' aie betreffenden ITöhenunter= 
schiede clie Refrcldions eri:.i ttlune nicht .ga.riz zc;.�reffend ist. 
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18 , 5  Berechnungen nach Annahme der restlichen Lotabweichungen 

Nach Durchführung der in den vorhergehenden Unterabschnitten bespro= 

chenen Berechnungen wurden versuchsweise für die restlichen Punkte des 

Testnetzes Lotabweichungen angenommen, wie sie entsprechend den Gelände= 

verhältnissen ungefähr zu erwarten sind. Eine echte Interpolation wurde 

wegen der hiefür notwendigen umfangreichen Lotkrümmungsberechnungen nicht 

vorgenommen. 

Mit den gemessenen und angenommenen Lotabwe�_chungen wurden unter Ver= 

w�ndung der HARTL-Refraktion die Höhenunterscl!J:iede berechnet und anschließend 

nach Abschnitt 13 die Fehlergleichungen für die Ermittlung der RefraktionS= 

änderungen aufgest ellt� 

Auf der Grundlage dieser Fehlergleichungen wurden drei verschiedene 

Ausgleichungen nach unterschiedlicher Zuordnung der Beobachtungen zu den zu 

ermittelnden Refraktionsänderungen durchgeführt. 

]n der ersten Ausgleichung wurde für das gesamte Testnetz eine einhei t= 
liehe Refraktionsänderung mit & = -0, 0609 ermittelt. Die Q.uadrats=e der 

Widersprüche vor der Ausgleichung ging von [pww] = 122 , 88 durch diese AuS= 

gleichung auf [pvv] = 75 , 51 herunter. 

Bei der zweiten Ausgleichung wurden die Vertikalwinkelmessungen in 

s echs Gruppen unterteilt : 

a) Visuren von Gipfel zu Gipfel 

b) Visuren vom Gipfel in den Hang und zurück 

c) Visuren vom Gipfel ins Tal und zurück 

d) Visuren vom Hang in den Hang 

e) Visuren vom Hang ins Tal und zurück 

f) Visuren im Tal. 

Als Ergebnis dieser Ausgleichung bewegten sich die Refraktionsänderungen L 

zwischen den Werten -0, 0342 und -0, 1202 und es ergab sich [pvv] = 60, 87 . 

Eine weitere Spezialisierung in der Art, daß bei den Gruppen b) , c) und 

e) die Rückvisuren eigenen Refraktionsänderungen zugeordnet würden, ist nicht 

möglich, da wegen der fast gleichen Größe der Koeffizienten der Unbekannten -

bei der Hin- und Rückvisur in den einzelnen Fehlergleichungen die zugeord= 

neten Normalgleichungen praktisch singulär werden. 

In einer dritten Ausgleichung wurden 28 Refraktionsänderungen berechnet . 

Hierbei wurden im wesentlichen die Vertikalwinkelmessungen standpunktvreise 

zusammengefaßt,  wobei auch nach der Art der Visuren unterschieden wurde. In 

einigen Fällen mußten j edoch gleich geartete Visuren mehrerer Standpunkte 

einer Refraktionsunbeka.nnten zugeordnet werden, da ansonsten die Überbe= 

stimmung zu gering gewesen wäre. Bei dieser Ausgleichung ergaben sich die 



- 127 -

R efraktionsänderungen L:,k mit W erten zwischen +0, 1787 und -0, 2258 mit 

[pvv] = 49 , 88. Es ist natürlich selbstverständlich, daß beim Einführen 

einer größeren Anzahl von Unbekannten in ein Ausgleichungsverfahren eine 

bessere Anpassung erreicht wird und daher die SUlllffie [ pvv] kl einer werden 

muß. 

Von Nach Glg. (18 01) mit Refraktion durch Ausgleichung 

nach HARTL 

EP 110 - 19, 99cc 

3 6  99 + 0, 74CC 

39 108 - 11, 76CC 

47 108 - 28, llcc 

47 111 - 29, llCC 

47 116 - 9 , 27CC 

87 90 - 38 , 07CC 

87 95 - 53 , 86cc 

90 92 - 33 , 75CC 

90 95 - l, 3lcc 

90 96 - 17 ,74cc 

90 98 - 21, 30CC 

92 95 + 41, 63CC 

95 96 - 6 , 54cc 

95 98 - 6 , 21cc 

96 98 + 13 , 26cc 

96 99 + 22 , 77cc 

96 102 - 22, 98cc 

98 99 + 54, 91CC 

98 102 - 27 , 13CC 

102 108 + 14, 2lcc 

106 108 - 3 , 55cc 

108 110 - 15, 30CC 

108 116 - 15 , 87cc 

110 111 - 28 , 58cc 

110 113 - 82 , 09CC 

113 116 - ll, 55CC 

116 117 - 5 , 01cc 

aus Ausglg. 

- l, 06cc 

+ 13 , 82cc 

- l, 08cc 

1 + 5, 34CC 

- 25, 06cc 

+ 15,4 7CC 

- 6, 90CC 

- 5 , 52cc 

- 20, 2lcc 

+ 22,46cc 

+ 11, 54cc 

+ o, 89cc 

+ 7 , 09CC 

- 14, 39CC 

- l5,19CC 

+ 3 , 4occ 

+ 10, 00CC 

- 37 , 05cc 

+ 46 , 56cc 

- ll, 29CC 

+ 28 , 06cc 

- 6, 39CC 

- 3 , 2lcc 

+ 16,79CC 

,;. 9 , 96cc 

- 44, 49CC 

- l, 23cc 

+ 7, 6lcc 

besser 

18 , 93CC 

• 

l0, 68cc 

22;77cc 

4 , 05cc 

. 

31, 17CC 

48 , 34CC 

13 , 54cc 

. 

6 , 2occ 

20, 41 c
c 

34, 54cc 

. 

. 

9 , 86cc 

12, 77cc 

• 

8 , 35cc 

15 , 84
cc 

• 

. 

12 , 09CC 

• 

18, 62cc 

37 , 60cc 

l0, 32cc 

• 

Tabelle 21 Überprüfung mit Gleichu;ng (18.1) 

schlechter 

. 

13 , 08cc 

• 

. 

. 
6 , 20cc 

• 

• 

• 

21, 15cc 

. 

. 

• 

7�85cc 

8 , 98cc 

. 

. 

14, 07cc 

. 

. 

13 , 85cc 

2 , 84
cc 

• 

0, 92.CC 

• 

• 

• 

2 60cc 
' 
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Konfor:in reduzierte Strecke in m Differenz in mm Von Nach mit Lotabweichung konvent� H.ARTL-Refr. mit & 1 - 2 1 -- 3 2 - 3 

19 87 3349 , 0983 3348 ,9655 3348, 9636 +132 , 8  +134, 7 + 1 , 9  
19 90  5402, 5956 5402, 5468 5402, 5483 + 48,8  + 47 , 3  - 1 , 5  
3 6  99 1603 , 9350 1603 , 9374 1603 , 9379 - 2 ,4  - 2 , 9  - 0, 5 
3 6  102 533 , 13 67 533 , 1351 533 , 1357 + 1 , 6  + 1 , 0  - o , 6 
39 102 2562 , 0878 2562, 0924 2562, 1062 - 4 , 6  - 18,4 - 13 , 8  
39 108 1474, 5374 1474 , 5100 1474 , 5147 + 27 ,4  + 22,7 - 4, 7 
39 111 2767 ,2088 2767, 1747 2767, 1832 + 34 ,1  + 25, 6 - 8 , 5  
47 108 4610, 603 6  4610, 6441 4610, 6665 - 40, 5 - 62 ,9  - 22 ,4  
47 111 4021, 2261 4021, 2536 4021, 27 42 - 27, 5  - 48 , 1  - 20, 6 
47 116 4707 , 8861 4707 , 8724 4707 , 9015 + 13 , 7  - 15,4 - 29 , 1  
53 87 5312 , 8726 5312, 8293 5312, 8279 + 43 , 3  + 44, 7  + 1 , 4  
53 90 5122, 1445 5122, 0508 5122 , 0767 + 93 , 7  + 67, 8  - 25 ,9  
87 90 2505 , 2390 2505, 2532 2505, 2496 - 14, 2  - 10, 6 + 3 , 6  
87 95 4195 , 6865 4195 , 6703 4195, 6720 + 16 , 2  + 14, 5  - 1 , 7  
9 0  92 2017 , 3902 2017, 3732 2017 , 3742 + 17 , 0  + 16, 0 - 1 , 0  
90 95 3 552, 2917 3552, 2581 3552, 2531 + 33 , 6  + 38 , 6  + 5 , 0  
90 96 4551, 0314 4550, 9961 4550, 9988 + 35 , 3 + 32, 6 - 2 , 7  
90 98 6263, 0888 6263 , 0874 6263 , 0875 + 1 , 4  + 1 , 3  - 0, 1 
92 95 1934, 0920 1934, 0936 1934 , 0935 - 1 , 6  - 1 , 5  + 0, 1 
95 96 1248 , 9641 1248, 9611 1248, 9601 + 3 , 0  + 4, 0 + 1 , 0 
95 98 3059 , 7455 3059, 7679 3059 , 7502 - 22,4  - 4 , 7  + 17 , 7  
9 6  98 3 099,4122 3 099 , 4322 3099 , 4181 - 20, 0 - 5 , 9  + 14, 1  
9 6  99 2667, 6498 2667 , 6420 2667 , 6409 + 7 , 8  + 8 , 9  + 1 , 1  
96 102 4371,4984 4371,4954 4371,4942 + 3 , 0  + 4, 2 + 1, 2 
98  99 2593 , 5 692 2593 , 5520 2593 , 5373 + 17, 2  + 31, 9 + 14, 7  
98 102 3605, 2677 3605, 2516 3605 , 2067 + 16,1  + 61, 0 + 44, 9  

102 108 3172, 63 66 3172, 6284 3172, 6275 + 8 , 2  + 9 , 1  + 0, 9 
106 108 1083, 6005 1083, 6009 1083 , 6009 - 0,4 - 0 ,4  o, o 
108 110 1212, 7724 1212,7714 1212, 7711 + l , O + 1 ,3  + 0 ,3  
108 116 5281,3991 5281,4026 5281,4057 - 3 , 5  - 6 , 6  - 3 , 1  
110 111 1041, 0362 1041, 0359 1041, 03 59 + 0 ,3  + 0, 3 o, o 
110 113 2097, 0579 2097, 0547 2097 , 0552 + 3 , 2  + 2 , 7  - 0, 5 
110 EP 1055, 9836 1055, 9810 1055,9812 + 2 , 6  + 2 , 4  - 0,2  
113 116 2328, 1638 2328, 1694 2328, 1728 - 5 , 6  - 9 , 0  - 3 , 4  
116 117 1458, 2287 1458, 2192 1458, 2206 + 9 , 5  + 8 , 1  - 1 ,4  

Tabelle 22 : Gegenüberstellung verschieden reduzierter Strecken 

Wendet man die Gleichung (2�28) au:i Honenwinkel an, erhält man, wenn 

die Höhenwinkel der Hin- und Rückvisur auf die s elben Höhenbezugspunkte 

reduziert sind, die Bedingung 

B _  k+ Bk . + Y· k(E)
- [o . k+ e: .  k+ 0k . + E:. . ]  = 0 1, , 1  1 ,  1 ,  1 ,  , 1  -K, 1  • • • • •  (18 . 1) 

Diese Gleichung wurde auf j ene Fälle der beidseitig gemessenen Vertikal= 

winkel angewendet , die wegen der Streckenmessung bereits auf die Höhenbezugs= 

punkte der Streckenmessung reduziert waren und zwar einmal unter Verwendung 

der HARTL-Refraktion und dann mit der aus der Ausgleichung stammenden Re= 

fraktion. Die  Lotabweichungsanteile E .  k wurden aus den gemessenen und den 
1 ,  

angenommenen Lotabweichungen abgeleitet. 
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Die Zusammenstellung in Tabelle 21 zeigt,  daß der Widerspruch bei 

Anwendung der Gleichung (18 .1) unter Verwendung der HARTL-Refraktion in 

der Mehrzahl der l''älle  höher ist als bei Verwendung der Refraktion aus 

der Ausgleichung, in einigen Fällen sogar beträchtlich. Selbstverständlich 

sind hier auch noch die Beobachtungsfehler der Vertikalwinkel der Hin- und 

Rückvisuren enthalten und es darf auch nicht übersehen werden, daß die 

Lotabweichungen für einige Punkte nur angenommen worden sind. 

In einem weiteren Berechnungsgang wurden die gemessenen Strecken neu 

reduziert , einmal unter Verwendung der Höhenwinkel mit der HARTL-Refraktion 
unter Berücksichtigung der �otabweichungen, dann mit den Höhenwinkeln, kor= 

rigiert bezüglich der Lotabweichungen und den aus der Ausgleichung mit den 

28 Refraktionsänderungen resultierenden Refraktionswerten. Die Tabelle 22 

enthält die Gegenüberstellung dieser beiden Streckenreduktionsarten im 

Vergleich mit den konventionell reduzierten Strecken. 

Größere Unterschiede z eigten sich im Vergleich mit den in der Tabelle 

13 aus dem Unterabschnitt 18, 2 ausgewiesenen Strecken aus ellipsoidischen 

Höhen bei j enen Strecken, die zu den Punkten 39 und 47 gehen. Dies läßt 

die Vermutung aufkommen, daß die in der Tabelle 19 ausgewiesenen ellipsoi= 

dischen Höhen dieser beiden Punkte doch nicht ganz repräsentativ sein 

dürften� Eine der Ursachen hiefür könnte natürlich in der gemeinsamen Er= _ 

mittlung der Refraktionsänderungen mit den restlichen Lotabweichungskom= 

ponenten liegen� 

Aus den Beobachtungen des Testnetzes wurden schließlich zwei Polygon= 

züge (ohne Zwischenorientierungen) herausgelöst. Hierbei waren nur die 
Zugsabschlußfehler von Interesse und nicht die aus den verschiedenen Be= 

rechnungen stammenden Koordinaten. Beide Züge wurden in drei Varianten 

durchgerechnet : 

a) Beobachtete Richtungen, Strecken konventionell reduziert. 

b ) Richtungen bezüglich Lotabweichungen (gemessen bzw. angenommen) korri= 

giert, Streckenreduktion unter Berücksichtigung der Lotabweichungen, 

aber mit HARTL-Refraktion. 

c) Richtungen bezüglich Lotabweichungen korrigiert, Streckenreduktion 

unter Berücksichtigung der Lotabweichungen und der aus der Ausgleichung 

stammenden Refraktionsänderungen Dk. 
Der Zug l hat eine Länge von rund 34 471 m und führt über die Punkte 

53-19-87-90-92-95-98-96-102-39-111-47. 

Der Zug 2 hat eine Länge von rund 33
. 

638 m und führt über die Punkte 

53-19-87-95-98-99-36-102-108-110-113-116-47 . 
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Die Abschlußfehler betragen: 

Variant„ Zu� 1 ZU.Q" 2 
fß f fx f fß f f f 

y s y X s 

a - 10, 7cc +201 mm - 45 mm 206 mm + 19tl.cc - 6 mm -149 mm 149 mm 

b - 12, 5cc - 78 llllil + 32 mm 84 mm + 6 ;(CC 
' .;  - 25 mm - 46 mm 52 mm 

c - 12, 5cc - 67 mm + 11 mm 68 mm + 6, 3cc - 7 = - 23 mm 24 mm 

Tabelle 23 

Hier zeigt sich, daß der lineare Abschlußfehler durch die Berück= 
sichtigung der Lotabweichungen deutlich verringert wird. Eine weitere 
Verringerung durch die zusätzliche Berücksichtigung der Refra.ktionsände= 
rungen ist wohl vorhanden, sie ist aber nicht mehr so stark. 

Der Winkelabschlußfehler vergrößert sich beim Zug 1 durch die Berück= 
sichtigung der Lotabweichungen ein wenig, hingegen fällt er beim Zug 2 
auf rund ein prittel herunter. Wenn man jedoch das geringe Ausmaß der 
beiden Winkelabschlußfehler beachtet , muß man beide Ergebnisse als Zu= 
fallsergebnisse bewerten� 
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Wesentlich i st eine klare Unterscheidung, für welchen Zweck eine 
Höhenberechnung durchgefüh:rt werden soll. Daraus ergibt sich dann, welche 
Höhenart benötigt wird. Elhpsoidische Höhen werden benötigt für all e 
Anwendungen von Höhen irn Zusa=enhang mit der Lageberechnung, vor allem 
j edoch für die Horizonti erung el ektronisch gemess ener S chrägstrecken und 
für ihre Reduktion in die Rechenfläche. Geoidische Höhen dienen für alle 

technischen Belange. 

Ganz streng betrachtet müßte man photogra.mr:iet rische Auswertungen als 

S onderfälle betrachten, bei denen einers eits für di e Orienti erung der 

Modelle ellipsoidische Höhen b enötigt würden, während andererseits z . B . 

für die Ermittlung von Schichtenlini en geoidische Höhen notwendig wären. 

Die Unterlassung der Berechnung ellipsoidischer Höhen kann im Berg= 

land, wie das B eispiel Rauris deutlich z eigt, in den horizontalen S trecken 

und damit auch in den Lageko ordinaten F ehl er bis in den D ezimet erbereich 

ergeben. 

Eine wesentliche Vorauss etzung für die Ermittlung el lipsoidischer 

Höhen ist die Kenntnis von aus astronomischen Messungen abgeleiteten 

Lotabweichungen bei möglichst vielen Punkten. Dies ist auch eine Voraus= 

setzung dafür, daß man die Refraktionseinflüsse mittels eines Ausglei= 

chungsverfahrens einigermaßen annähern kann, was aber auch dann nötig ist, 

wenn man in einer Berechnungsgruppe an sich keine ellipsoidischen Höhen 

für die R eduktion von S trecken benötigen wlirde. 

Die Ableitung eines Refraktionswinkels für j ede einzelne Vertikal= 

winkelmessung aus _  zusätzlich zu erhebenden meteorologischen Daten 1st 

wegen des hiefür benötigt en hohen Aufwandes nur für einz elne Sonderar= 

beiten wirtschaftlich zu vertreten, aber nicht für den allgemeinen Feld= 

a.rbeitseinsat z .  Die Annahme eines allgemein defini erten Refraktionsko effi= 

zienten, wie z .  B� des R efraktionskoeffizienten nach HARTL, füh:rt in vielen 

Fällen zu einer nicht b efriedigenden Lösung, vor all em bei bodennahen Vi= 

suren. Eine :Erinittlung von Refraktionsänderungen für Gruppen von Visuren 

durch eine Ausgleichung erweist sich daher als eine relativ günstige Nä= 

herungslösung, wenn auch die Kenntnis der aktuell en  Refraktion für j ede 

einzelne Vertikalwinkelmessung no twendig wäre. Anzustreben ist die Er= 

reichung der Möglichkeit ,  b eim Vorliegen von für einen allgemeinen Feld= 

einsatz tauglichen Geräten, für j ede einz.elne Vertikalwinkelmessung den 

tatsächlichen. Refraktionswinkel direkt messen zu können. 



- 132 -

Bei. nahezu horizontal en Visuren i st es zwar für die Streckenreduktion 

mehr oder weniger b elanglo s ,  w i e  man die gemess enen Vertikalwi nkel redu= 

z i ert bzw. welche Art vcn Höhenunterschieden für di e  S treckenreduktion 

verwendet wird0 da die si ch hierbei ergebenden Differ enzer, praktisch un= 

erheblich sindo Hingegen ist es in solchen Fällen für di e Höhenberechnung 

b esonders wichtig, die Refraktionsanomali en wenigst ens weitgehend zu be= 

seitigen. B ei bodennahen Visuren kann als Folge der Refraktions einflüs s e  

zwischen den Absolutwer t en  der Höhenunterschi ede von Hin- und Rückvisur 

bei Verwendung eines einheitlichen Refraktionsko effizienten, wie z .  B . 

j enes von HARTL, eine Differenz von einigen D ezimetern auftreten. In EJiF 
tremfällen sind auch schon bei Visurli;ingen von 1 bis 2 km Differenz en b i s  

etwa 90 cm un d  mehr aufgetreten! Hierbei sind j edoch d i e  Auswirkungen der 

Lotabweichungs einflüs s e  s ehr gering und es würde daher im Flachland eine 

s ehr weitmaschige Lotabweichungsbestimrrrung im allgemeinen ausreichend s ein 

und eine anschließende einfache Interpolation fiir die dazwischen li egenden 

Punkt e praktisch hinreichend genaue Ergebnisse li efern. 

Im B ergland i st hingegen unbedingt eine s ehr engmaschige Lotabwei= 

chungsbestimmung notwendig. D i e  aus einer Ausgleichung zugleich mit den 

Refraktionsänderungen errechnet en Lotabweichungskomponenten können oft 

nur als grobe Näherung betrachtet werden, da vi elfach eine viel zu geringe 

Anzahl von Überbestimmungen vorli egt und zusät zlich sich auch noch andere 

Einflüsse störend b emerkbar machen können. Es ist daher im B ergland anzu= 

s tr eb en, für j eden F estpunkt die Lotabweichung entweder aus astronomisch en 

Messungen oder einer gleichwertigen Bestimmung abzuleiten oder wenigs tens 

· durch eine strenge Interpolation zu ermitteln. Hierbei darf nicht übersehen 

werden, daß die Lotabweichungen nicht bloß für di e R eduktion der gemess enen 

Vertikalwinkel , sonde:rn auch im Netz niederer Ordnung vor all em b ei S teil= 

visuren zur Reduktion der Richtungsmes sungen notwendig sind� 

D i e  Berechnung von ellipsoi dischen Höhen ist nicht bloß dann notwendig, 

wenn diese. für die R eduktion elektronisch gemessener S chrägstrecken b enÖ= 

tigt w erden� Da für die Berechnung genähert geoidischer Höhenunterschiede 

die aus Koordinaten abgeleitet en Horizontalstrecken nicht verwendet w erden 

dürfen, b esonders bei größ eren Visurneigungen, ist es auch in j enen Fällen, 

wo all ein geoidi s che Höhen berechnet werden s ollen, notw endig, vorher ellip= 

soidische Höhen oder wenigstens Höhenunterschiede zu ermitteln, um mit deren 

Hilfe van der B ezugsfläche unabhängige schräge Raumstrecken zwischen den 

Visurendpunkten ableiten zu können, wenn keine gemess enen Schrägstrecken 

vorhanden sind� Es ist daher auch in di esen Fällen die Kenntnis der Lot= 

abweichungen notwendig, obwohl si e für die Berechnung der geoidischen Hä= 
henunterschiede selbst nach dem hier verwendeten Näherungsverfahren nicht 

benötigt würden. S i e  dienen hier einers eits für die B erechnung der not= 
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wendigen Refraktionsa.nomali en und weiters natürlich für die Berechnung 

der ellipsoidischen Höhenunterschiede zur Ermittlung der unabhängigen 

Raums trecken� 

B ei Verwendung der Fo=eln für eine direkte Berechnung von auch 

eins eitig verwendbaren geoidischen Höhenunterschieden ohne das hier an= 

gewandte Näherungsverfahren würden eine Reihe von Daten benötigt, die im 

al lgemeinen nicht b ekannt sind und d:ie derzeit auch nicht für eine Mass en= 

arbeit auf wirtschaftliche Art und Weise ermittelt werden können. 

Ideal wäre natürlich der Aufbau zweier getrennter Höhensysteme, 

eines ellipsoidischen und eines geoidischen Höhensystems , die selbst= 

verständlich immer wieder miteinander in Verbindung gebracht werden 

müßten. Man erhielte dann als· N ebenprodukt eine detai llierte Beschrei= 

bung des Geoids in s einer relativen Lage zu unserem Bezugs ellipsoid. 

Die Entscheidung darüber, ob das gegenwärtige System der Gebrauchs= 

höhen b eibehalten werden soll oder ob man neu das ellipsoidische und das 

geoidische Höhensystem aufbaut, erfordert primär die Berücksichtigung 

wirtschaftlicher Fakten und liegt somit auf einer anderen Ebene. Hierbei 

wäre vor allem abzuwägen, welche finanzielle Mehrbelastung der Aufbau 

dieser beiden Höhensysteme mit sich brächte und ob der finanzielle Mehr= 

aufwand mit dem dadurch erreichbaren Genauigkeitsgewinn in Einklang stünde, 

noch dazu, wo in Österreich bereits ein s ehr dichtes Festpunktfeld im 
System der Gebrauchskoordinaten vorliegt, wodurch der Rahmen für die 

künftigen Arbeiten bereits festgelegt ist . 

B eim. Vorliegen eines ellipsoidischen Höhensystems kö.nnten in ganz 

�sterreich die für die Lageberechnung benötigten S trecken richtig in die 

B ezugsfläche reduziert werden, was derzeit ja nicht der Fall ist. 

Im Gegensatz zu diesem Idealfall wäre es eine unbedingte Notwendig= 

keit und auch verhältnismäßig leichter zu erreichen, für die einz elnen 

Berechnungsgrupp en lokal definierte ellipsoidische Hönen für die Hori= 

zontierung gemessener Schrägstrecken und für die Berechnung der Raum= 

strecken zur Ermittlung der genäl:1ert geoidischen Höhenunterschiede zu 

berechnen, wenn man b ei der Lageberechnung zusätzliche Koordinatenspan= 

nungen vermeiden will. I=erhin muß damit gerechnet werden, daß im B erg= 

land der Unterschied zwischen den in herkömmlicher W eise reduzierten 

Strecken und den richtig reduzierten Strecken bis in den Dezimeterbe= 

reich gehen kann und j e  nach Neigung und �ichtung der gemessenen S trecke 

verschieden groß ist� 
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Dienstvorschrift Nr. 9. Die Schaffung der Einschaltpunkte; Sonderdruck des österreichischen Vereins 
für Vermessungswesen und Photogrammetrie, 129 Seiten, 1974. Preis S 100,-. 
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Österreich ische Staatskartenwerke 
Bundesamt für Eich- und Vermessungswesen 

A - 1 080 Wien, Krotent h a l lergasse 3, Tel. 43 89 35 

Österr. Karte 1 : 50 000 · ÖK 50 mit Weg markierung (Wanderkarte) . . . . . . . .  . 
Österr. K a rte i : 50 000 · Ö K  50 m i t  Straßenaufdruck oder 

o h n e  Straßenaufdruck . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 
Österr. Karte ·1 : 25 000 (Vergrößeru n g  der Österr. Karte 1 : 50 000) · Ö K  25 V 

m i t  Weg markierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 
Österr. Karte "I : 200 000 · ÖK 200 m i t  Straßenaufdruck oder 

ohne Straße n a u f d ruck . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 
Österr. Karte 1 : 1 00 000 (Vergr. der  Österr. Karte 1 : 200 000) · Ö K  1 00 V 

m i t  Straßenaufdruck . . . . . . . .  _ . . . . . . . .  _ . . . . . . . .  . 
Generalkarte von Mitteleuropa 1 : 200 000 
B lätter mit  Straßenaufdruck ( n u r  für  d as österr. Staatsgebiet vorgesehen) . . . 
Gebiets· und Sonderkarten 
Übersichtskarte von Österreich 1 : 500 000, m i t  N amensverze i c h n i s ,  gefaltet . . . . . . . .  . 
Übersichtskarte von Österreich 1 : 500 000, ohne Namen sverze i c h n i s ,  f l ach . . . . . . . . .  . 
Namensverzei, c h n i s  a l l e i n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 
Übersichtskarte von Österreich 1 : 500 000, Pol it ische Ausgabe 

mit Namensverze i c h n i s ,  gefaltet . .  
Übersi chtskarte von Österreich 1 : 500 000, Pol it ische Ausgabe 

ohne Namensverze i c h n i s ,  f l ach . . . . .  _ 
Ku lt u rg ütersch utzkarten : 
Österre i c h i sche Karte 1 : 50 000 je Kart e n b latt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . _ 
B u rgen l a n d  i : 200 000 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

Katalog über P i a n u n g su nter lagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -. . . 
Einze l b l att . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

Österreich i sche Luft b i l d karte 1 : 1 0  000, Übersicht . . . . _ . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

Neuerscheim..1ngen 

Österreichische Karte 1 : 25 000 V 
B l att 1 2, 1 3, 76, 1 1 8,  1 36 ,  1 37, 1 38, 1 40, 1 4 1 ,  1 42 

Österreict1 ische !<arte 1 : 1 00 000 V 
B l att  47/1 4, 48/1 2, 49/15,  49/1 6 

s 42,-

s 36, -
s 53,-

s 39,-

s 53, - . 

s 27,-
s 1 03 , -
s 68,-
s 3 1 , -

s 1 03 , -

s 68,-

s 1 2 1 , s 1 57,--

s 200,
s 1 2, -
s 1 00 , -

1 9 1  Kirchbach i .  Sirnk. 

Österreichische K a rte i : 50 UOO 
1 92 Feldbach 209 Bad Radkers b u rg 

B l att 49/"i 4 Budweis 

Österreichische Karte i : 200 000 
B l att 49/1 6  B r ü n n  

Umgebungs· u n d  Sonderkarten 

B l att 49/1 7 L u n d e n b u rg 

Hohe Wand u n d  Umgebung 1 : 50 000 U m g e b u n g  Wien 1 : 50 000 
Gesäuse 1 : 50 000 

!n letzter Zeit bt-:irichtigte Ausgaben der österreichischen Karte 1 : 50 000 
1 32 Trofaiach 
1 62 Köflach 

1 82 Spittal a .  d .  Drau 
1 83 Radenth e i n  
1 88 Wolfsberg 

205 S a n kt Pau l/Lavanttal  
206 E i b i SWE: l d  

" ß--
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