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V orw o r t  

Die vorliegende A rbeit ist eine fiir den P raktiker besti m m te Fassung der 

ausgezeichneten Dissertation des Herrn Dr. MORITZ "Fehlertheorie im Funktio

nenraum". So wurde der m athematische Apparat, der sich als iiberraschend ein

fach e rwei st, in einem eigenen Abschnitt - allerdi ngs m anchmal auf Kosten der 

Strenge - er lautert. 

Im ersten Teil wird die Auswirkung der Fahrfehler bei der graphi sch-me

chanischen Integration, bei spi el sweise m it den bekannten Umfahrungsplanim etern, 

behandelt. 

Der zweite Teil b ringt Ueberlegungen allgem einer Art, die ,  aufbauend auf 

T i e n  s t r a s Theorie der korrelie rten Beobachtungen, eine o rganische Wei

terentwicklung der F ehlertheorie sind. Wahrend bis  jetzt Systeme von endlich 

vielen Grossen (Vektoren in einem n-fachen Raum) Gegenstand fehlertheor etischer 

Untersuchungen waren, werden nun Vektoren m it unendlich vielen Komponenten, 

unendliche Zahlenfolgen betrachtet, die - Funktionen einer Veranderlichen aqui

valent - den sogenannten H i 1 b e r t - Raum bilden . Sonderfalle werden bereits 

im ersten Teil abgehandelt . 

Ftir die Beurteilung von P razisionsge raten zur E rm ittlung von Werten aus 

graphi sch gegebenen Funktionen sowie fiir die Genauigkeitsbestim m ung der An

naherung einer nur punktweise  gegebenen F unktion durch ein F o u r r i e r

sches Polynom erscheint die vorliegende Untersuchung von besonderer Bedeutung. 

Sie zeigt, <las s das Operieren m it bi she r  in  der Geodasie  nur wenig verwendeten 

Begriffen wie Hilbert-Raum , unendliche Matrix, neue,  interessante Moglichkei

ten eroffnet. 

Wien, im Janner 1 961 Barvir 
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E R S T E R T E I L 

F E HLE RT HEORIE. DER GRAP HISC H-ME C HANIS C HE N  INTEGRATION 

1 .  ABSC HNI T T: Einftihrung; F ehler und Genauigkeitsm as s e  beim Befahren einer 
gezeichneten Kurve 

Eine Kurve f (x) s ei fehlerfrei gezeichnet gegeben; es soll auf graphisch

m echanischem Wege die Integralkurve f*(x)= jf (x)dx gefunden werden. Die s  ge 

schieht mit Hilfe eines Integraphen, eines Instrum entes ,  bei dem auf der Kur 

v e  f(x) ein Fahrstift ( oder etwa eine F ahrlupe )  geftihrt wird, wahrend ein zwei

ter Stift die Integralkurve f* (x) aufzeichnet. Auf den Bau eines solchen Instru 

mentes brauchen wir nicht einzugehen; er  ist fiir unsere Untersuchung belanglos . 

W a h r  e F e  h 1 e r  . Nun wird m an aber beim Befahren nicht genau auf 

der Kurve f(x) bleiben, sondern eine andere Kurve f(x) + £.(x) beschreiben (sie

he Abb. 1 ) . 

f(x) 

.{(x) 
--- ...... 

/ E(;i<) I t(yf'-.... 
/ ...... / 

...... ___ ,..,,,, 
I I 
I 
I I I 
I f(x) +cy) 
I I 
I I I 

...... /.---............... ,,--....... )( 
..... ___ .,,,,, ...... / x ..... / .......... --- ..... ./ ...... __ _.. .... ..... _ E.(X) 

Abb. 1 
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E(x) ist also der wahre Fehler E, mit dem die zur Abszisse x gehorige Ordi

nate f(x) behaftet ist .  Al le diese Fehler bilden aber, wie ersichtlich, eine s t e -

t i g e Funktion . E s  weisen also zwei zu benachbarten Abszissen gehorige Fehler 

E eine je  nach dem Abstand dieser Abszissen m ehr oder weniger starke Abhan

gigkeit voneinander auf . Ist der Abstand gross,  so i st die Abhangigkeit sehr ge

ring; sie wird sehr gross ,  wenn die beiden Abszissen nahe benachbart sind, 

denn dann sind die zugehorigen E ja nur wenig voneinander verschieden (siehe 

Abb. ) .  Wir mtis sen also diese Abhangigkeit in unserer Theorie berticksichti 

gen . 

M i  t t 1 e r e F e h  1 e r ; d i  e F u n k  t i o n  m 2 ( x ,  y ) • Um die Genauigkeit einer 

Ordinate f(x) zu kennzeichnen, wahlen wir wie tiblich den mittleren Fehler oder 

zweckmassiger sein Quadrat 

(1, 1) 2 _ [E(X)€(X)) = _!_ � (i)( ) (i)( ) 
m x - N - N i�1 E x e: x . 

Wir denken uns also die Befahrung sehr oft (N-m al) ausgeftihrt - die bei der i

ten Befahrung auftretende Fehlerkurve sei  Et i )(x) - ,  j edesmal den zur gewtinsch

ten Abszisse x gehorigen Fehler E bestimmt und das m ittlere Fehlerquadrat nach 

der obenstehenden Form el berechnet . m2 bedeutet, um es zu wiederholen, das x 
mittlere Fehlerquadrat der zur Abszisse x gehorigen Ordinate . 

Zur Charakterisierung der gegenseitigen Abhangigkeit der Fehler zweier 

Ordinaten f (x) und f (y) (y soll hi er und im folgenden stets auch eine A b s z i s s e 

der Funkt.ion f darstellen; siehe Abb. ) wollen wir eine Grosse m2 (x, y)  <lurch 

folgende Definition einfiihren: 

(1, 2) 
Man kann sie in Analogie zum mittleren Fehlerquadrat "m ittleres Fehlerrechteck" 

nennen; sie hat die Dimension [Lange]2 , wenn e die Dimension [Lange] hat, wes 

halb wir auch m2 (x, y )  s chreiben .  Sie ist, wie man leicht erkennt, eine stetige Funk

tion der beiden unabhangigen Veranderlichen x und y, die beide den Definitionsbe

reich der Funktion f durchlaufen, und soll daher "mittlere Fehlerfunktion" genannt 

werden. Sie ware =O fiir x=t=y, wenn die zu zwei verschiedenen Abszissen gehori

gen Fehler voneinander unabhangig waren - dies zeigt die elementare Fehlertheo

rie - und es gilt ftir x=y 
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(Daraus erkennt man besonders gut, <lass es  naheliegend ist, unsere Funktion 

rn it m2 (x, y) zu bezeichnen. ) 

D i e  F u nk t i o n  Q ( x , y ) . Nun fi.ihren wir <lurch 

(1, 3 )  Q (x
,y) = m2(x

;y) = � J_ [ £(i)(x) E(i)(y) 
p; p:. N i=1 

eine Grosse ein, die wir (nach J. M .  Tienstra) Kofaktor, in unserem Falle bes

ser Kofaktorfunktion oder einfach Q-Funktion nennen wollen. f' 2 ist eine will

ktirliche Konstante; sie kann als m ittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit 

bezeichnet werden.1) Ueber die Funktion Q(x, y) kann man in unserem Fall nun 

aussagen, <lass sie bei grosserer Differenz x-y praktisch verschwinden muss,  

denn dann ist e(y)  von E.(x) fast unabhangig. Ferner muss sie  nach ( 1 ,  3 )  in  x 

und y symmetrisch sein; es muss also 

(1, 4) Q(x,y) = Q(y,x) 
sein. 

Um ein Gesetz ftir Q(x, y) zu finden, wollen wir der E infachheit halber 

zunachst annehmen, f(x) sei eine Gerade. Dann ist die Befahrungsgenauigkeit 

von der jeweiligen Abszisse unabhangig, mz und dam it Q(x, x) sind also Konx 
stanten und Q(x, y) ist nur von der Differenz x-y abhangig :  

Q(x.y) = <y(x-y). 

Nach (1, 4) folgt j edoch daraus 

cp(x-y) =cr(y-x) =<f (-[x-yl) 

<f · ist also eine symmetrische Funktion von x-y . Zusamrnen m it den oben for

mulierten Bedingungen ergibt sich eine Kurve etwa von der Gestalt der Abb. 2 .  

<p(i<-y) 

Abb. 2 

l) Der Grund filr diese Benennung w i rd spate r k l a r  werden. 

Man sieht sofort die starke 

Ahnlichkeit mit der Gauss

schen Fehlerkurve; liber

legt m an sich noch, <lass 

<f (x-y) ohnehin nicht exakt 

bestimmbar ist, so sieht 
x-y man, <lass m an sie inner -
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halb der Genauigkeit ihrer Bestimmung gewiss <lurch eine aus der Schar der 

Gau13schen Glockenkurven ersetzen kann : 

(1, 5 )  

Zur Ableitung der Gesetzes flir Q(x, y)  fiir allgemeinere Funktionen wol

len wir folgendes tiberlegen. Wir betrachten die Befahrung einer solchen allge 

meinen Kurve 'e, die mit tiberall gleicher Strichstarke gezeichnet sei .  Tatsach

lich befahren werde die strichliert gezeichnete Kurve <e' ( siehe Abb . 3 ) .  

Abb. 3 

Wir denken uns verschiedene Befahrungen von <e. ausgeflihrt und erhalten so ver

schiedene Kurven <e'; wir erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit der Abweichung 

der Kurven <e'von <e , in Richtung der Kurvennormalen auf <e gemessen, an allen 

Stellen gleich ist, dass also das mittlere Fehlerquadrat i n  R i c h  t u n  g d e  r N o  :ir -

m a  1 e n  a u  f d i e K u  r v e <e. tiberall praktisch konstant ist. 

Mit dieser Erkenntnis wollen wir nochm als Gleichung (1, 5 )  fi.ir das Befah

ren einer Geraden betrachten . Diese Gerade habe die Gleichung 

f(x) 

---- ...... _.......-t(x)t-E(X) 

Abb . 4 

f(x) = kx + d . 

Dann ist (siehe Abb . 4) - En 
bezeichne den wahren Fehler 

in Richtung der Norm alen 

auf die Gerade -

E(x) = c�; <p = £nY1 +tg2<p = e.nV1+k2• 
Daraus ergibt sich beim 

Uebergang zu mittleren Feh

lern sofort - p- sei der mitt

lere Fehler in der Norm alen

richtung, den wir als m ittle-

ren Fehler der Gewichtseinheit nehmen wollen; es entspricht also m dem E.(x) x 
und p- dem £0 -
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(nach 1 ,  5 ) ,  also ist 

und darnit 

(1, 6 ) 

Ein Gesetz fiir die Q-Funktion Q (x, y)  ftir das Befahren einer beliebigen 

differenzierbaren Kurve ergibt sicb nun leicht aus folgender Ueberlegung . Q (x, y) 

ist auch filr diesen allgerneinen Fall  nur ftir kleine I x-y I von Null rnerklich ver

schieden . Im Intervall x . . . . y kann man aber dann, wenn dieses nur klein ist, die 

Kurve <lurch eine Gerade mit der Steigung f' (x) oder f' (y ) oder besser 

ersetzen. Damit folgt aus ( 1 ,  6) als Gesetz fiir die Q-Funktion filr das Befahren 

einer allgemeinen Kurve 

(1, 7 )  Q(x,y)=[ 1+f'z(x;Y)Je-cz(x?)2' 
wenn man noch 

A= � 
setzt . Ftir grossere I x-yl kann man die Kurve nattirlich nicht rnehr <lurch eine 

Gerade ersetzen; in diesern Fall verschwindet �(x, y) jedoch ohnehin effektiv 

und ( 1, 7)  auch, sodass diese Gleichung praktisch stets gilt - ausser die betrach

tete Kurve oszi lliert sehr stark, was aber ohnehin kaurn vorkornmen wird. Da 

auch bei einer allgemeinen Kurve das rnittlere Fehlerquadrat f-
2 in Richtung der 

Kurvennorrnalen eine Konstante ist, so kann es auch in diesern Fall als mittle

res Fehlerquadrat der Gewichtseinheit genornrnen werden, sodass ( 1, 7 )  tat

sachlich eine Q-Funktion darstell t  - die Funktion m2 (x, y )= (J-
2Q (x, y) i st ihr ja  

p roportional . 

Zurn Abschluss noch etwas tiber die Konstante C .  Sie kennzeichnet die 

Starke der Abhangigkeit der Fehler an zwei verschiedenen Stellen der zu befah

renden Kurve; je grosser sie i st, desto kleiner i st Q (x, y )  nach ' 1, 7) und desto 

geringer ist dam it die Abhangigkeit . Ihre Dimension i st [Lange ]-1 , da der 

Exponent von e in ( 1 ,  7 )  dirnensionslos sein muss; urn einen Einblick in die 

Grossenordnung zu gewjnnen, wollen wir erwahnen, dass sich fiir sie aus einer 

Beobachtungsreihe, die auf dern in Abschnitt 3 angegebenen Weg erhalten wur

de, der Wert 

C=0,3mm-1 
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ergab .  C i st vor allem eine Funktion der Fahrgeschwindigkeit; j e  g rosser die

se ist, desto grosser ist die Abhangigkeit der Fehler untereinander und umso 

kleiner i st C .  Damit C eine Konstante ist, mtissen wir also strenggenomm enan 

nehmen, <lass die Kurve mit tiberall ungefahr gleicher Geschwindigkeit befahren 

wird. 
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�. ABSCHNITT . Fehlerfortpflanzung ftir  die graphisch-mechanische Integra
tion; Verallgem einerungen 

Da m it dem Fahrstift nicht die zu integrierende Kurve f(x), sondern eine 

Kurve f (x) + e. (x) befahren wird, wird auch der Zeichenstift des Integraphen 

nicht die Kurve f* (x) = jf(x) dx, sondern eine Kurve 

f *( x) + € * ( x) = J ( f ( x) + £ ( x )) d x = J f ( x) d x + J £ ( x) d x 

aufzeichnen - fehlerfreies Funktionieren des Instrumentes vorausgesetzt . Die 

Fehlerfunktion £* (x) der Integralkurve erhalten wir also aus 

(2, 1) E*(x) =jE(x) dx . 

Wir sollen nun die dazugehorige Q -Funktion Q* (x, y) berechnen. Zu diesem 

Zweck schreiben wir (2, 1) genauer (bei passend gewahltem Abszissennullpunkt) 
x 

(2, 2) £*(x) =jc.(u) du. 
0 

Das Befahren denken wir uns N-mal durchgeftihrt; es ergeben sich dabei die N 

Funktionen 
x 

(2, 3 )  E*Ci>(x) =Je<i>(u)du (i=1,2,3, ... ,N). 
0 

Nach ( 1, 2) ist 

m*2(x,y) = J_ .£: e*(i)(x) £.*(i)(y) N 1=1 

un<l <lurch Einsetzen von (2, 3 )  erhalten wir 

also mit (1 ,  2) 
(2, 4)  *2 jx y 2 m (x,y) = J m (u,v) du d v . 

U=O v=O 

Bei dieser Ableitung wurden folgende bekannte Satze aus der Integralrechnung 

verwendet: 

1. ) D ie Bezeichnung der Integrationsvariablen in einem bestimm

ten Integral ist belanglos; 

2.) das Produkt zweier einfacher bestimm�er Integrale kann man 

zu einem Doppelintegral zusammenfassen; 
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3 . ) Integral-und Summenzeichen sind vertauschbar (Dist ributivitat 
der Integration) . 

Dividiert man beide Seiten von (2 ,  4)  durch f-2, das mittlere Fehlerquadrat der 

Gewichtseinheit , so erhalt man 

(2 ,  5 )  
x y U*(x,y) = J J Q(u,v) du dv. 

u=O v=O 
Gleichung (2, 4) oder Gleichung (2 , 5 )  stellt das F e h l e r f o r t p f l a n z u n g s g e

s e t z f ii r d i e  g r a p h  i s c h - rn e c h a  n i s c h e  I n  t e g r  at  i o n dar . Genauer 

mtisste  man (2 ,  5 )  als Fortpflanzungsgesetz  der Q-Funkt ionen bezeichnen; wir 

wollen aber der Ktirze halber auch in diesem Fall von Fehlerfortpflanzung spre

chen. 

E i n  B e  i s  p i e  1 . Als Beispiel wollen wir nun, um einen Einblick zu gewinnen, 

Gleichung (2 ,  5 )  fiir die einfache Q-Funktion ( 1 ,  5) (mit a=l und A= � ) 
2.(!.::.L)z Q(x,y)=e-c 2 

auswerten, die das Befahren einer Geraden charakterisiert .  

Wir erhalten 
x y x y 2.( u - v )2 

(2 ,  6) Q*(x,y) = J J Q(u,v) du dv = J J e-c -2- du dv. 

v 

/ 

u=O v=O u=O v=O 

/ / / 

,A 

( 2 ,  7 )  

x 

Um dieses Integral zu be

rechnen, fiihren wir <lurch 

u = E,+71 
u-v 

'l = 
2. v=�-11 

eine Transformation der In

tegrat ionsveranderlichen ein 

(siehe Abb . 5 ) .  E s  ist dann 
Abb . 5 

Q*( ) = 1� r - c 2112 a { u , v) d E d x, y J e a (t ) � 'T] (�) .., ,,, 
wobei � den rechteckigen Integrat ionsbereich (O� u �x, O� v �y) im neuen Koor

dinatensystem bedeutet und ��t�\ die Transformationsdeterminant e  

au av 
a(u,v) = TI; � = -2 ac�.11) au av -

ist .  
a71 a11 
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Wir mtissen den Integrationsbereich �in drei Teilbereiche  � 
k 

(k=l, 2 ,  3 )  unterteilen (sieh e  Abb . )  und bezeichnen mit Ik das Integral Uber $-
k

, 

sodass 

gilt. D ann ist 

x 
-TJ+X 2 2 l c2 2. J e-c"'ld�d71=2j(-2-ri+x)e- 11d71 

�=� x;y 
Nach einiger Rechnung erhalt man d araus 

(2 ,  8 )  
Q*(x,y) = �x �(c � )+-t�(c � ) - 2(�y) �(c¥)-

2 - c \·�-/ - c 2(-1-)2 - ci (.�-=Y Y) -cz(1-e z -e z +e z . 

Hierin bedeutet 
x 2 

�(x) = J e-u du 
0 

eine Funktion der oberen Grenze x eines bestimmten Integrals ,  die bis auf 

einen konstanten Faktor das GauJ3sche Fehlerintegral i st, das man in mathe

matis chen Tafelwerken tabelliert findet.. 

Die Formel (2 ,  8 )  ist streng, aber unhandlich; sie erlaubt j edoch eini

ge Vereinfachungen; es kann namlich ,  wie eine einfache Abschatzung der 

Grossenordnungen (etwa mit dem im vorigen Abschnitt angegebenen Wert von 
-1 C = 0 ,  3 mm ) zeigt, fiir nur einigerm assen grosse positive x - und y -

Werte stets 

(2 ,  9 )  
�(c;)=V: 

�(c�); Yf 

1) 

gesetzt werden, ferner kann man den Summ anden m it C2 im Nenner gegenii

ber den ersten drei vernachlassigen, sodass man erhalt: 

1) cf "" ·= � ( X ) J -u2 • J -u'd YJt 'i' Cz = e du= e u=2 
0 0 
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(2,  10 )  Q*(x,y) = -r; (x+y)- � (x-y) <P(c¥) . 
Zwei Sonderfiille dieser Gleichung sind besonders wichtig: 

1 . ) Es  ist x = y .  Dann haben wir 

(2, 1 1) Q*( ) 2{X x,x = -c- x 

Das mittlere Fehlerquadrat der Ordinate der Integralkurve wachst also propor -

tional der Abszisse x. 

2 .  ) Es i st I x-y I einigermassen  gross, 

einfachungen (2 ,  9 )  einfiihren dtirfen, also 

sodass wir auch dafi.ir die Ver-

V5t 

{ +7 �(c.y) = G 
2 

fur x-y> 0 

fur x-y<O 

Dann wird aus (2,  10 )  

Also ist 

(2,  12)  

'IX( . ) '{i {- x+y -- (x - y) 
* ( c c 

Q x,y) = Vi. fir. 
� (x+y) + � (x-y) 

for x-y>O 
fl.ir x-y< 0 

2Vi. 

{ -
y 

* c 
Q (x

,
y) = 2Vi x 

c 

fur x > y 

fur x < y 

D am.it erhalten wir die interessante Beziehung 

(2, 13) 
{ Q*(x,x) 

Q*(x,y) = 
Q*(y,y) 

fur x < y 
fi.ir y<x 

E s  ist also fiir die Grosse Q* (x, y)  nur die k l  e i n  e re der beiden Abszissen x 

und y massgebend. 

Wir wollen noch kurz den allgemeinen Fall streifen, <lass f'(x) nicht kon

stant ist. Es ist dann nach ( 1, 7 )  

wenn wir 

setzen. 

(2,  14) 

( x + v ) - c z c�.:..z'..-)2 
U{x,y) = "+' 2 e 2 , 
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wenn wir wieder die Transform ation (2 ,  7 )  einfiihren . Die Berechenbarkeit die

ses Doppelintegrals hangt von der Gestalt der Funktion "'t' ab . 

Sonderfalle, bei denen (2 ,  14) in geschlossener Form integrierbar ist, 

sind z .  B .  

'\f(�) - 1 
'lP(�) = cos k� 
'lP(�) = Sin k� 
-qi ( �) = E, k 

Nun wird i .  a. "P ( �) tiberhaupt nicht in geschlossener analytiscner Form dar 

stellbar sein . Man wird aber oft f(x) <lurch ein Polynom in xk(k = 0, 1, 2 ,  3 ,  . . . . ) 

oder ein Fouriersches Polynom , also eine Linearkombination von Funktionen 

von der Form cos kx und sin kx (k = 0 ,  1 ,  2, 3 ,  . . .  ) ,  annahern konnen, sodass 

auch "f (�) =l+f'2{�) <lurch ein Polynom in E, k oder ein Fouriersches Poly

nom in cos k � und sin k � approximiert wird. Dadurch konnen wir diesen 

allgem eineren Fall auf den der oben angefi.ihrten speziellen Funktionen '\f ( �) 
zurtickftihren . Wir wollen aber nicht naher darauf eingehen - die Rechnung ist 

zwar mtihsam , bietet aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten - , sondern nur 

erwahnen, dass auch in dies en Fallen die Beziehung (2, 13 )  gilt { Q*(x,x) 
Q* (x, y) = 

Q*(y , y) 

fur x < y 
fur y < x 

(die Gleichungen (2 ,  11) und (2 ,  12)  gelten nattirlich im allgem einen nicht mehr) . 

E i n  e V e r  a 1 1  g e m  e i n  e r u n g  . Nun kehren wir noch einm al zum allgemei

nen Fehlerfortpflanzungsgesetz (2 ,  5) fiir die Integration zurtick und liberlegen, 

unter welchen Voraussetzungen es abgeleitet wurde . Wir erkennen, dass nur 

vorausgesetzt wird, das s  jede Ordinate der zu integrierenden Funktion m1t 

einem zufalligen Fehler E. (x ) behaftet ist und sich nur d i e  s e Fehler (nicht 

etwa instrum entelle Fehler des Integraphen) bei der Integration auswirken . 

Die Integration muss dabei aber keineswegs graphisch-mechanisch erfolgen, 

es konnte etwa auch folgendes sein. Von der Funktion f(x) sei die genaue Glei

chung nicht bekannt, sondern nur eine Naherungsgleichung. Man kenne aber 

die Funktion Q (x, y),  die die Genauigkeit der Annaherung kennzeichnet. Dies 

sei an dem folgenden Beispiel erHiutert . 

Die Funktion f(x) sei eine quadratische Parabel ,  flir die man nach dem 

lib lichen Ausgleichsverf ahren eine Naherungsgleichung 
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(2 ,  15 )  

erhielt . Die Unbekannten bei der Ausgleichung sind die Zahlen A
1
, A

2
, A

3
. 

Gleichzeitig erhalten wir Grossen 

Q , ,  = [ occx. J Q 12 = [ex.BJ 
QZ2 = ( j3 �) 

Q 13 = [ CX.J ] 
QZ3 = [ � d] 
a33= r-oaJ , 

die die Genauigkeit der Unbekannten und ihre gegenseitige Abhangigkeit kenn

zeichnen (vgl . etwa den 1 .  Band des Jordanschen Handbuches  der Verme ssungs

kunde oder das Lehrbuch von Grossmann 1> ) . Bezeichnen namlich E1, E2, £3 
die wahren Fehler von A

1
, A

2
, A

3 
und rn

1
, rn

2
, m

3 
ihre rnittleren Fehler, so 

gilt: 

(2,  16 ) 

2 2 Q. m 1 = fL 11 = 

2. ZQ m 2 = fL 22 = 
2 2Q m3 = fL 33 = 

[t.,t:,] 
N 

(E.2E2.] 
N 

[ E3 E3] 
N 

p..2.Q1Z = (E,E2] 
N 

fJ}Q13 = [ E, £3) 
N 

2 [ E2 E3] 
fL QZ3 = N 

( siehe auch den 4 . Abschnitt dieser Arbeit) . 

Um die Q-Funktion fi.ir f(x) daraus zu berechnen, gehen wir wieder von 

den wahren Fehlern aus .  Aus (2,  15 ) folgt 

E s  ist also 

Daraus folgt 

E(X)E ( y ) = (£1+£2X+£3X2){ £1+t.2y+E3y
2
) 

= e:�+(x+y)e:1£2+(x2+y2)£1£3+ 

[E(X) E(y)] = N 

2 ( 2 2) + xy £2 + xy+xy £2£3+ 

+ x2y2 £: 

[£,£,] ( [E1E.2] ( 2 2
) 

(E,E3] 
N + x+y) N + x +y N + 

[E1E2] .( 2 2) [Ez.£3] + xy N +xy+xy N + 

2 2 [ £3 £3] +xy N 

l) W. Gross m ann, GrundzUge der Ausgleichungsrechnung, Springer-Verlag Berlin-Gottingen-Heidelberg 1953. 
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und damit nach (2,  16 ) und ( 1, 3 )  

t-L2 Q ( x 'y) = ,.l Q 11 + ( x + y) ,uz Q 12 + ( x 2. + y 2) ,u z Q 13 + 
+ xy t'-2.Q22 + (xy + xy2) tCG23 + 

2 2 2 Q + x y ,u 33 

Die Division durch p.2 liefert die gesuchte Beziehung 

(2, 17 ) 

Q ( x 'Y) = Q 11 + ( x + Y) Q 12 + ( x z + Y2 ) Q n + 
+ xy Q22 + {x2y+xy2) Qz3 + 

+ 2 2 Q x y 33 ' 

die die Q-Funktion Q (x, y)  von f(x) aus den von der Ausgleichung he r bekann-

ten Grossen Q
1 1

, Q
12

, . . . . . . . .  , Q33 
zu berechnen gestattet . 

Es werde jetzt die Naherungsgleichung (2,  1 5 )  flir die Funktion f(x) ana· 

lytisch integriert: 

(2, 18) f*(x) =J(A1+A2u +A3u2) du = A,x + �2 x2+ �3 /'. 
0 

Die Genauigkeit der Approxim ation der wahren Integralkurve von f(x) durch 

(2, 18) wird durch eine Funktion Q * (x, y)  gegeben , die nach dem Fehlerfort

pflanzungsgesetz (2,  5 )  berechnet w1rd: 

also 

(2, 1 9 )  

x y 
Q*(x,y) = J j Q{u,v) du dv 

u•O v=O 
x y 

=j J { a,,+ (u+v) Q12+{u2+v2) a,3+ 
u=O v=O + u v Q + ( u1v + u v2) Q + 22 23 

Q* ( 1 2 2 ) 
1 ( j 3 ) Q x, y) = x y a,,+ T ( x y + x y a 12 + 3 x y + x y 13 + 

1 2 2 Q 1 ( 3 2 2 3) + 4 x y 22 + 6 x y + x y Q 23 + 

e in E rgebnis ,  das man natiirlich auch aus 
x 

* J 1 2. 1 3 
E ( x)  = £ ( u ) d u = e., x + T E 2 x + 3 £ 3 x 

0 
auf dernselben Weg erhalt, auf dern Q (x, y) (2, 17) aus e (x) gewonnen wurde . -

Soweit unser Beispiel . 
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Aber auch bei der graphisch-mechanischen Integration konnen noch an
dere Q-Funktionen als (1, 7)  eine Rolle spielen. lst namlich die zu befahrende 
Kurve selbst nicht fehlerfrei gezeichnet, wie bisher angenommen wurde, son
dern ist ihre Genauigkeit <lurch eine Funktion Q1 (x, y) gekennzeichnet, so kommt 
diese zur Funktion (1, 7) ,  die das B e  f a  h r e  n dieser Kurve charakterisiert, ad
ditiv hinzu. Wegen der Unabhangigkeit beider Fehlereinfltisse voneinander setzen 
sich namlich die m2(x, y) und damit die Q(x, y) additiv zusammen. Dies ist fol
gendermassen leicht zu erkennen: Ist 

die gesamte wahre Fehlerfunktion, resultierend aus fehlerhafter Zeichnung 
( £1 ) und fehlerha.fter Befahrung ( E.2 ), so folgt daraus 

[E(X)E(y)] [E,(X)E,(y)] [E2(x)E2(y)] [£,(x)Ez(y)] [Ez(X)E1(Y)] 
----- = + + + ___ ...;......,;"--N N N N N 

Da aber die letzten beiden Glieder wegen der gegenseitigen Unabhangigkeit bei
der Fehlereinfliisse verschwinden, so ist in leichtverstandlicher Bezeichnung 
nach (1, 2 )  

und damit nach ( 1 ,  7 )  

2 ( 2 ) 2 
m x,y) = m1 (x,y + m2 (x,y) 

F u n k t i o n a l o p e r a t o r e n .  Man kann jedoch noch weitere Verallgemeinerun
gen der Formel (2 ,  5 )  betrachten. Die Integration ist ja nur eine unter den vie
len sogenannten F u n k  t i o n  a 1 o p  e.r a t  i o n  e n ,  die man mit einer gegebenen 
Funktion oder Kurve ausftihren kann. Bei einer solchen Funktionaloperation wird 
irgendeiner gegebenen Funktion f (x) eine andere Funktion f *(x) eindeutig zuge
ordnet - ihre Integralfunktionj f(x)dx, ihre Ableitungsfunktion d��x) oder etwa 
die Funktionen j xnf(x)dx oder j(f(x))2dx. 
Statt Funktionaloperation verwendet man haufiger den Ausdruck Funktionalopera
tor oder einfach Operator; man sagt etwa, der Operator J . ... dx ordne der Funk
tion f(x) die Funktion jf(x)dx zu, oder die Anwendung des Operators d: auf die 
Funktion f(x) ergebe die Funktion d� f(x), die also hier durch eine Art symboli
scher "Multiplikation" des Operatorzeichens d

d
x mit der Funktion f(x) erhalten 

wird. 
Die Theorie der Fehlerfortpflanzung bei allgemeineren (den sogenannten 

linearen) Operatoren wird im zweiten Teil der Arbeit behandelt. 
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3.  ABSCHNITT. Theorie der Fahrfehler beim Umfahrungsplanimeter. 

In diesem Abschnitt wollen wir den Einfluss der Fahrfehler auf die FHi
cheninhaltsbestimmung mit einem Umfahrungsplanimeter (etwa dem Polarplani
meter) anwenden. Bezeichnen wir (siehe Abb. 6) mit E den Abstand des Fahr-

Abb.6 

'€ stiftes von der geschlossenen Begren
zungskurve � der Flache,also dasjenige 
Stuck der Kurvennormalen auf <e , das 
zwischen � und dem tatsachlichen Weg 
des Fahrstiftes <€.' liegt, mit s die Bogen
lange der Kurve <e. • von einem bestirnrn-
ten Punkt aus gemessen, mit U ihren Ge
samtumfang und rnit T)den wahren Fehler 

des lnhaltes der von t'. urnschlossenen Flache, so ist (Abb. 6) 

d71 = Eds , 
u 

(3, 1 )  11:: jE(s) ds 
0 

Wir schreiben e.= E(s) , weil £ eine (stetige) F'unktion der Bogenlange ist. 
Ist nun m2

F = 11fl- das mittlere Fehlerquadrat des Flacheninhaltes, so 

. ist, ganz ahnlich wie bei der Ableitllng von Gl. (2 ,  5 )  

also 

(3, 2 )  

2 1 N  · z.  1 N U U m = - .r ( TJ (I) ) = - .L J €. ( i) ( s ) d sf€ ( i) ( t) d t F N 1=1 N 1:1 0 0 
N U U 

= _1_ _[ J J €. ( i) ( s } £ ( i) ( t) d s d t N ,.,1 S=O t=O 
u u 1 rl = j f - .L £ < ; > ( s) £ 'i > ( t ) d s d t , N 1=1 s=O t=O 

u u 
m�=J Jm2(s,t)dsdt. 

S=O t=O 
t bedeutet hier nattirlich auch eine BogenHinge, die vom selben Nullpunkt aus 

wie s gemessen wird. 
Da € (s) stets in der Kurvennorrnale liegt, hat hier die Q-Funktion 

2 Q ( s , t ) = 
m �; t) 
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bei beliebig gestalteter Begrenzungskurve 'e die einfache Gestalt ( 1 ,  5 ), es ist 

also 

Bedeutet fJ- wieder den (konstanten) mittleren Fehler in Richtung der Kurven-
. 2 2 normalen, so muss ex.== 1 sein, da dann m (s, s) = ;.r. ist. Damit wird 

2. - i - C2( s�t t 
(3 , 3 )  m (s,t)-tJ-e . 
Dies setzen wir in (3, 2 )  ein und erhalten 

u u c2( s -t )2. 
m 2F = µ..2J J e - -2.- ds dt . 

0 0 
Der Vergleich dieser Gleichung mit (2 ,  6 )  zeigt, <lass 

mit der dortigen Bedeutung von Q* (x, y) ist. Dam it erhalten wir aus (2,  1 1 ) in 
hinreichender Naherung 
(3,  4 )  

Diese Formel zeigt, <lass die Genauigkeit einer FUichenbestimmung nicht vom 
Flacheninhalt der Figur abhangt, wie in den Fehle:vgrenzformeln angenommen 
wird, sondern von ihrem Umfang. Der mittlere Fehler mF ist ja proportional 
VU. (Dies hat schon Baer erkannt, freilich auf Grund einer nicht ganz einwand
freien Ueberlegung 1) ). Dass die tiblichen Fehlergrenzformeln und - tabellen 
sich trotzdem so gut bewahrt haben, erklart sich wohl daraus, <lass bei den ge
wohnlich vorkommenden Figuren FHicheninhalt und Umfang einigermassen pro
portional sind. 

B e s t i m m  u n g v o n  C. Nun soll auf Grund von Gleichung (3, 4)  ein Weg an
gegeben werden, die Konstante C zu berechnen. Zu diesem Zweck braucht man 
fl'z und m2

F. JJ-2 kann dadurch bestimmt werden, <lass man eine Kurve befahrt, 
auf ein von aussen kommendes Zeichen plOtzlich stehenbleibt und den Abstand 
des Fahrstiftes von der Kurve moglichst genau bestimmt (etwa Eindrticken des 
Fahrstiftes in die Unterlage und Messen des Abstandes des eingedrtickten Punk
tes von der Kurve mit einem Glasmasstab). Eine solche Mes sung kann als wah
rer Fehler € aufgefasst werden; der Vorgang ist oftmals auszufiihren (etwa N
mal); man erhalt dann 

l)H. Baer,  Genauigkeitsuntersuchungen am Polarplani m eter, Zeitschrift fur Instrumentenkunde 'i7 ( 1937). 
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Urn m� zu bestirnmen, hat man nur eine beliebige FHiche, deren Inhalt man 
gar nicht zu kennen braucht, oftmals zu umfahren (nur in einer Pollage und in 
einern Umfahrungssinn ! ), die Messungsergebnisse zu rnitteln und in der tibli
chen Weise das rnittlere Fehlerquadrat des FHicheninhaltes zu errechnen. Sy
stematische Instrurnentenfehler spielen dabei keine Rolle - der Wert des FHi
cheninhaltes ist ja ohne Bedeutung - ; unregelmassige Instrurnentenfehler rntis
sen als vernachl3.ssigbar angenomrnen werden: man muss eben die Versuchsbe
dingungen in dieser Hinsicht moglichst gtinstig gestalten (gutes Instrument, 
gleichrnassige Unterlage u. dgl. ). Auf diese Art wurde auch der in Abschnitt 1 

angegebene Wert C = 0,  3 mm - l errnittelt; fiir f ergab sich etwa 0 ,  1 mm. Die-· 
se Werte sind nattirlich von der Fahrgeschwindigkeit, der Lupenvergrosserung, 
der Strichstarke von 'e. u. dgl. abhangig. 

D a s  F u n k  t i o n  a 1 .  Schliesslich sei noch eine ahnliche Verallgerneinerung 
betrachtet wie irn vorigen Abschnitt. Durch (3 , 1 )  wird der F u n k  t i o n  E. (s) 
eine Z a h  1 71 zugeordnet. Eine solche allgemeine Zuordnung bezeichnet man 
gerne als F u n k  t i o n  a 1 . Urn auf den Unterschied gegentiber dem im vorigen 
Abschnitt betrachteten Funktionaloperator hinzuweisen, sei nochrnals zusarn
rn engef asst: 

Operator : Zuordnung Funktion F u n k  t. ion, 
z. B. i*(x)=jE(x)dx 

Funktional: Zuordnung Funktion Z a h  1, 
u 

z. B. Tj=jc.(s) ds 
0 

Die Theorie der Fehlerfortpflanzung bei allgemeineren (den sogenann-
ten linearen) Funktionalen wird wie die der Fehlerfortpflanzung bei linearen 
Operatoren irn zweiten Teil der Arbeit behandelt. 
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Z W E I T E R  T E I L 

GRUND ZUEGE EINER ALLGEMEINEN FEHLERTHEORIE IM FUNKTIONENRAUM 

4 .  ABSCHNITT: Ueberblick i.iber die Fehlertheorie korrelierter Beobachtungen. 

Im zweiten Teil wollen wir, wie schon angeki.indigt, eine allgemeine Feh
lertheorie von Funktionen und von Funktionaloperationen u. dgl . bringen, die man 
rnit ihnen ausfi.ihren kann. 

- Unsere Betrachtungen werden auf der - heute bereits nicht rnehr wegzudenkenden 
- Fehlertheorie korrelierter Beobachtungen aufbauen und sich als organische 
Fortentwicklung dieser vor allern von J. M. Tienstra1) geschaffenen Theorie er
weisen. Wir werden deshalb darauf kurz eingehen, allerdings auf einern anderen 
Weg als den Tienstra einschlug, indern wir mehr auf den bekannten und gewohn
ten Begriffen aufbauen, vor allern auf dern des wahren Fehlers. 

Tienstra hat diesen Begriff rnit Recht einer tiefgreifenden Kritik unterzo
gen, die ihn dazu fi.ihrte, ihn abzulehnen und seine Theorie ohne ihn aufzubauen: 
er ging von den Begriffen der Statistik aus. Wir sind jedoch der Ansicht, dass der 
Begriff des wahren Fehlers zwar vorn erkenntnistheoretischen Standpunkt eine 
sehr weitgehende und in der Tat oft kaum zullissige Abstraktion darstellt, dass 
er aber fi.ir nicht in die letzten Tiefen dringende Untersuchungen doch eine aus
serst ntitzliche und praktische Fiktion ist. Deshalb werden wir diesen Begriff 
verwenden, der die Ableitungen wesentlich vereinfacht und durchsichtiger und an
schaulicher gestaltet. Die Ergebnisse sind nati.irlich dieselben wie bei Tienstra. 

F e h l e r  u n d  G e n a u i g k e i t s rn a s s e .  Es sei ein System von n beobachteten 
Grossen x1, x2, x3, . . .. . . .. , xn gegeben. Ihre wahren Fehler seien E 1, E. 2, 
E.3, . . .. . . . .  , E.n . 

U n a b h a n g i g e B e o b a c h t u n g e n . In der klassischen Fehlertheorie und 
Ausgleichsrechnung (Gauss, Helmert) wird angenornrnen, dass die Beobachtun
gen xk voneinander unabhangig seien. Dann wird ihre Genauigkeit <lurch die mitt
leren Fehlerquadrate 

l)J_ M. Tienstra, Theory of the Adjustment of N ormally Distributed Observations, N. V. Uitge verij "Argus", 
Am sterdam 1956. 



(4, 1) 2 
m k = 

19 

1 � (i) (i) = -N .L £.k £k I: 1 

gekennzeichnet, wahrend fi.ir k =!:: l die Grossen 
(Ekci) 1 � (i) (i) = - 1... £ £ N N i=1 k l 

verschwinden. Wir nehmen dabei also an, <lass sehr viele (N) Beobachtungsrei-
hen fi.ir das System x1, x2, x3, . . . . . . . . . , xn ausgeflihrt werden - eine beliebi-
ge davon habe den l�dex i - und dass jedesmal die wahren Fehler £�i), E 2

(i) , 
(i) c (i) b k t . d . t til' l' h . F'kt' D' £. 3 , . . . . . . .  , � n e ann seien; as IS na r IC nur eine I 10n. ie 

eckige Summenklammer soll hier und im f olgenden, wenn nicht ausdrlicklich 
N 

anders bemerkt, stets die Summation [ tiber alle Beobachtungsreihen bedeu
i • 1 

ten. 
Statt der mittleren Fehlerquadrate kann man zur Charakterisierung der 

Genauigkeit auch die ihnen verkehrt proportionalen Gewichte 
2 

(4, 2) pk = :2 k 
( p.-2 = mittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit, ein beliebiger Proportio-

. nalitatsfaktor) oder die zu den pk rezipr�ken, also zu den m2 
k wieder propor

tionalen Grossen 

(4, 3) 

verwenden, die man Gewichtsreziproke oder neuerlich auch gerne Kofaktoren 
nennt. 

K o r r e 1 i e r t e B e o b a c h t u n g e n - V e k t o r e n , M a t  r i z e n . Sind die 
Beobachtungen jedoch voneinander abhangig oder, wie man auch sagt, k o r  -
r e  1 i e r  t :>so reichen die mittleren Fehlerquadrate m2 

k zur Charakterisie
rung der Genauigkeit der Beobachtungsreihe nicht mehr aus, sondern man muss 
auch die "mittleren Fehlerrechtecke" 

(4, 4) 2 _ [t.k Ei) __ 1_ � (i) (i) 
m kl - N - N i71 £ k El 

heranziehen, die in der klassischen Theorie, wie erwahnt, verschwinden, filr 
korrelierte Beobachtungen jedoch von Null verschieden sind. 

Wir werden uns klinftig der Ktirze und Pragnanz halber der Ausdrucks
weise der linear.en Algebra bedienen, ohne aber ihre Kenntnis unbedingt vor
auszusetzen. 

1) strenggenornrnen sind allerdings Abhiingigkeit und Korrelation nur dann dasselbe, wenn die Beobachtungs

fehler eine GaUJ3sche Verteilung besitzen.' 
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E in System von n Zahlen (a1
, a

2
, a

3
, . . . .  , a

n
) nennen wir einen 

V e  kt o r  und bezeichnen ihn m it einem Frakturbuchstaben oder (bei griechi

schen Buchstaben)  <lurch einen dariibergesetzten Pfeil; wir schreiben also etwa 

Einen solchen Vektor kann m an als die Koordinaten eines Punktes in einem n -

dimensionalen Raum deuten. Das System der n beobachteten Grossen x
k 

und 

das ihrer wahren Fehler E
k 

konnen als Vektoren aufgefasst werden: 

E in System von n2 Zahlen 

·A,1 A11 A,3 ... A,n 
Az1 A

z2 Az3 
· · · Azn 

UL = A3, A32 A33 · · · A3n 

A n1 A n2 A n3 ... A nn 

nennt man eine (quadratische) M at r i x; quadrat isch deshalb ,  weil gleichviel 

Zeilen (horizontale Reihen) wie Spalten (vertikale Reihen) vorhanden s ind . Da 

wir in Hinkunft nur quadratische Matrizen betrachten, wollen wir,  wenn wir 

von Matrizen sprechen, darunter stet s quadratische verstehen. Eine Matrix 

bezeichnen wir i . a .  m it grossen Frakturbuchstaben .  Ist 

also etwa 

so heisst die Matrix s y m m  et r i s c h . 

Die mittleren Fehlerrechtecke m�
1 

(4, 4)  bilden zusammen mit den 

m ittleren Fehlerquadraten m\ (4, 1 ) ,  die wir in Analogie zu (4, 4) auch m it 

m2 kk bezeichnen konnen, eine solche Matrix, die (mittlere) Fehlermatrix 

2 2 2 2 m11 m,2 m13 m,n 
mz mz 2 m2 

2.1 22 m23 2n 
(4, 5 )  f = m2 mz 2 m2 

• 31 • 32 �33 • 3 n 

• 2 . 2 . 2 • 2 m m m m nl n2 n3 nn 
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Diese ist symmetrisch, da nach (4, 4) 

ist. 

(4, 6) 

Die Matrix <{_ mit den E lem enten 

2 

Q = mkt 
kl f-2 

nennen wir Q -Matrix und ihre  E lem ente, wie schon beim Spezialfall nichtkor

relierter Beobachtungen angedeutet, Kofaktoren (nach Tienstra) . 

Um wieder auf diesen Spezialfall  zurtickzukommen : 

sind die Beobachtungen nicht korreliert, so sind nur die m2 
kk 

= m2 
k 

von Null 

verschieden, wahrend, wie erwahnt, die m2 
kl 

fiir k =+= l gleich Null sind. Die 

m ittlere Fehlermatrix hat also dann die Form 

2 
m1 
0 

t = 
0 

0 

die Q - Matrix lautet 

q1 
0 

ll:: 0 

0 

0 
2 

m2 
0 

0 

0 

q, 
0 

0 

0 

0 
2 �3 

0 

0 

0 

�3 
0 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

Sind schliesslich alle m ittleren Fehlerquadrate gleich (gleic:hgewichtige Be

obachtungen), so kann man 

(4 ,  7 )  

setzen und erhalt 

2 2 2 
m = m = m = 1 2 3 

2 
/J- 0 
o 2 /J-
0 o 

0 0 

0 

0 
2 t:-

0 

0 

0 

0 
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1 0 0 0 
0 1 0 0 

ll = 0 0 1 0 - t· 
0 0 0 1 

Diese letztere Matrix heisst Einheitsmatrix t und ist sehr wichtig; ihre E le

m ente bezeichnet man gerne mit 8 kl , dem sogenannten Kroneckerschen Delta . 

Es ist also 

(4 ,  8) 
fur k = l 
fur k*l 

F e  h 1 e r  f o r t  p f 1 a n  z u n g b e  i 1 i n  e a r  e n  F u n k  t i o n e n. Nun wollen wir 

das Fehlerfortpflanzungsgesetz ftir korrelierte Beobachtungen herleiten . 

Es sei eine lineare Funktion der beobachteten Grossen x
k 

gegeben : 
n 

(4, 9 )  w=<P(x, , x2,x3, • • •  , xn) = h1x1+h2xz.+h3x3+ ... +hnxn=k�1hkxk. 
Dieser Ausdruck bildet das sogenannte innere Produkt der zwei Vektoren 

t=(h1'h2,h3, ... , hn) 
� = ( x 1, x2, x3, • • •  , x n ) 

wir schreiben daftir J·� oder auch (j ,�), es ist also 

(4 ,  10) 
sodass wir (4, 9 )  auch schreiben konnen: 

(4, .9') w = � ( x1, x2, x3, . . .  , x n) = ( j, 1t'._) · 

Gesucht sei das mittlere Fehlerquadrat m2 dieser Funktion oder ihr 
w 

Kofaktor m 
2 
w q w = fl-2 

Wir gehen vom wahren Fehler 'l von w aus : 

es ist also wegen (4, 9 )  
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Daraus folgt 
n 2 n n 1 )  n n 

712 = ( 2: h £ ) = I h t I h £ = r [ h h £ £ = k = 1 k k k = 1 k k l = 1  L l k = 1  l = 1  k l k 1. 

- h 1 h 1 £ 1 £1 + h , h z £1 £ 2 + h 1 h J E. 1 £ 3 +  · 
+ h 2 h 1 £ 2 £ 1 + h 2 h 2 £ 2 £2 + h 2 h 3 £2 £ 3 + . 
+ h 3 h 1 £ 3 £ 1 + h 3 h 2 £3 £Z + h 3 h 3 £3 £3 + .  

+ h h E £ + 1 n i n 

· + h 2 h n £ 2 £ 
n + 

+ h h t E + 3 n 3 n 

+ h h £. t: + h h 2  £. E2 + h h3 £ £. 3 + . . .  + h h £ £ n 1 n l  n n n n n n n n  

Man kann namlich das Produkt zweier einfacher Summen zu einer Doppelsum 

me  zusammenfassen (vgl . das Entsprechende flir Integrale) ;  dabei gilt folgen

der Vorgang : 

1 . ) in beiden Summen verschiedene Summationsindizes wahlen ; 

2 . ) beide Summenzeichen an die Spitze stellen, die darauf folgenden 
Faktoren konnen beliebig umgestellt werden . 

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Ausmultipli zieren von 

Wir. erhalten also weiter :  

also nach ( 4,  4 )  

(4, 11 )  

und nach D ivision durch 1-l: 
( 4,  12 )  

n n 
m 

2 = L L h h 1 m 2kl w k = 1  1 = 1  k 

n n 
q = I  L h h Q  

w k= 1  1 : 1  k l kl 
(Man beachte die Ahnlichkeit der Herleitung von (4,  1 1 ) mit der von (3 ,  2 )  ! ) 

Im klassischen Fall (Q
kl 

= 0 flir k -=t: l, Q
kk 

= q
k 

= _!_) reduziert sich 
Pk 

Gleichung (4, 12)  auf 

oder 

( 4, 13)  . . + __ti_;_ = [ � l 2 )  Pn P 

l)Aus Zweck m as s i gkeits griinden wi rd i n  der zweiten Sum m e  der Index, Uber den sum m i e rt wird, m it l be 
z e i c hnet; d i e  Bez e i c hnung e i nes Sum m ations i ndex i s t  natii rl ic h  g l e i c hgii l t i g .  

2 )ecki ge Sum m e nklam m e r  fii r £. , abwei chend v o n  unse rem sonst i gen Gebrauch ! 
1 

• 
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das bekannte Gewichtsfortpflanzungsgesetz . Sind schliesslich alle Beobachtun

gen gleichgewichtig (Fall (4,  7)) ,  dann haben wir die nicht m inder bekannte For

m el 

{4, 13 ' ) 

F e  h 1 e r  f o r t  p f l a n  z u n g b e  i 1 i n  e a r  e n  T r a n s f o r m at i o n  e n .  Es  sei 

nun durch 

(4, 14) 

also 

* L 11 x 1  + x = 1 
* 

L 21 x 1 + x = 2 
* L 31 x1 + x = 3 

n 

L 12 x2 + L 13 x 3  + 
L22 x z + L 23 x3 + 

L 32 x2 + L 33x3 + 

+ L x 1 n n 
+ L x 2 n  n 
+ L 3  x n n 

* L nt x, + L n 2x 2 + L n3X3 + · · · + L n nx n  x = 
n 

eine lineare Transformation der beobachtet en Grossen x
k 

gegeben. Wir schrei

ben dafiir auch symbolisch 

( 4, 15 )  

* - * * * * Vl - 2 )  . wenn 1t - (x 1 , x 2 ,  x 3, . . .  , x 
n

) und -'- - (�1) ist .  

der transformierten Grossen X:. seien gesucht .  

D ie Kofaktoren Q* kl 

Wir gehen wieder von den wahren Fehlern aus; aus (4, 14) folgt unmittel-

b ar 

also 

l )eckige Sum m enklam mer flir £ , abwei c hend von unserem sonsti gen Gebrauch ! 
2) 1 

es bedeute t  A ,3 . . •  A , n ) 
A z3, · · · A 2 n  

A 32 A 33 ' . . .  A 3 n 

A n 3 • · . A n n  
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Wir erhalten wie frtiher daraus 

( 4, 16 ) 

(4, 17 ) 

n n n n 

E�\* = I L E. I. L E = I. I L  L £ £ k l r .1 k r r 5 = 1 ls .s r = 1 5 = 1 k r ls r s 

n n 

= I I L L m 2 
r . 1 5 • 1 kr ls rs 

Die Grossen x� , die aus den direkt beobachteten x
k 

durch eine linea

re Transform ation erhalten werden, kann man nun - und das ist das Wesent 

liche an der neuen Theorie - ebenso wie die x
k 

als d i r e  k t b e  o b a c h t e t  e 

W e r t e betrachten, deren Genauigkeit nun eben <lurch die Q�1 gegeben wird . 

Das s  dies moglich ist ,  liegt daran, dass wir bier stet s m it dem allgem einen 

Fall nichtverschwindender Q
kl 

ftir k =t= 1 arbeiten. 1 )  
Wir wollen jedoch darauf nicht niiher eingehen, da diese Betrachtun

gen etwas abseits des Weges unserer Arbeit liegen und verweisen ftir eine 

nahere Verfolgung dieses. weitt ragenden Gedankens, de� die Fehlertheorie 

und die Ausgleichsrechnung ungeahnt vereinheitlicht und logisch vereinfacht ,  

auf das obenzitiert e  Werk von Tienstra. 

Bei der Behandlung all dieser Probleme hat sich der Algorithmus der 

linearen Algeb ra als sehr ntitzlich erwiesen. E s  liegt daher nahe, auch ftir die 

eigentliche Aufgabe unserer Arbeit ,  die Fehleruntersuchung stet iger Funktionen, 

nach einem entsprechenden mathematischen Apparat zu suchen.  Ein solcher 

liegt nun tat sachlich in der sogenannten ( 1 i n  e a r e  n ) F u n k  t i o n a 1 a n  a 1 y s i s 

bereit s  vor, mit der wir uns im nachsten Abschnitt etwas beschaftigen werden. 

Mit diesem m athematischen Hilfsmittel werden wir dann die Formeln (4, 1 1 ) 

bzw. (4, 12 ) und (4, 16 ) b zw. (4, 17 ) in einfachster Weise ftir die Fehlerfort 

pflanzung bei linearen Funktionalen und linearen Operatoren verallgemeinern . 

l )Es sei nur e rwahnt, dass man etwa auch d i e  bei de r einfachen Punkte i n s c haltu ng ( m i t  Ri chtungen) e rh altenen 
ausge g l i chenen Koordinaten x, y des Neupunktes als di rekt beobachtete Werte betrac hten kann, wenn m an als 
Q-Matrix flir sie die bei m  Rechenvo rgang erhaltenen Grossen 

nim m t .  

( a,.,. = [ ex.ex. ]  Q x y =  [ oc. f) ]  ) 
a. r = [ cx� ] Q yy = l B B l  



26 

5 .  ABSCHNITT . Ueberblick Uber die m athematischen Grundlagen. 

Wir wollen nun so elementar wie moglich einen Ueberblick Uber die ver

wendeten Begriffe aus der Funktionalanalysis geben. Auf Strenge und Vollstan

digkeit wird zu Gunsten einer leichten Verstandlichkeit verzichtet .  Die Grund

begriffe dieser Theorie sind tatsachlich so einfach, dass m an nur die Scheu vor 

ungewohnten Begriffen, wie unendlichdimensionalen Raumen, abzulegen braucht ,  

um mit ihr bald vertraut zu werden . FUr Details ,  Beweise u .  dgl . wird auf die 

Literatur verwiesen, etwa auf die leichtverstandliche Darstellung Smirnows .
1 )  

D i e  (line are) Funkt ionalanalysis besteht i m  wesentlichen aus einer Er

weiterung der Begriffe der klassischen linearen Algebra auf viel allgem einere 

Falle . 

V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e s V e kt o r b e g r i f f e s . Zwei Verallgemeinerun

gen des Vektorbegriffes liegen nahe : 

1 . ) Statt Vektoren rnit n Komponenten betrachten wir solche mit abzahl

bar unendlich viele:'l, also Vektoren 

(5 , 1 )  � = ( x 1 , x 2 , x 3 ,  . . . . .  ) = { x k }� 

Solche "Vektoren" sind aber nichts  anderes als unendliche Zahlenfolgen (wir 

beschranken uns auf reelle Folgen) . 

2. )  Als weitere Verallgem einerung suchen wir nun "Vektoren" mit kon

t inuierlich unendlich vielen "Komponenten" zu definieren . Dass  so etwas tat 

sachlich ganz zwanglos moglich ist ,  soll folgende Ueberlegung zeigen. Unter 

einer Funktion einer unabhangigen Veranderlichen x verstehen wir bekannt lich 

folgendes : bestimmten Werten x, die den Definitionsbereich der Funktion bil

den, werden auf bestimmte  Weise Werte f (x) zugeordnet . Dieser D efinitions

bereich kann nun z .  B.  die ganze x-Achse oder ein Intervall von ihr sein, er 

kann aber auch nur aus einzelnen Punkten der x-Achse bestehen . Ist er die 

Folge der posit iven ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . . . . .  , n, so ist eine solche 

Funkt ion nichts anderes als ein Vektor im n-dimensionalen Raum, denn jeder 

dieser Zahlen k = 1, 2, 3, . . . . . . .  , n als Abszisse ist als Funkt ionswert die 

k-te  Komponente des betreffenden Vektors zugeordnet . Im Falle abzahlbar 

unendlich vieler Komponenten besteht der D efinit ionsbereich aus allen posi-

l )W .  J .  S m i rnow, Lehrgang d e r  Hoheren Mathe m atik,  Tei l III/ l ,  VE B Deutsc he r  Ver l a g  der Wis senschaften, 
Ber l i n  1954 . 
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tiven ganzen Zahlen 1 ,  2 , 3 ,  . . . . . . . .  Nun liegt es nahe, auch eine in einem In-

tervall a �  x � b der reellen Achse definierte Funktion f(x) (aus Zweckmassig

keitsgrlinden betrachten wir nur stlickweise stetige Funktionen) als Vektor an

zusehen, indem wir jedem Wert x aus diesem Intervall di.e Zahl f(x ) als Kom -
o 0 

ponente unseres Vektors vorn Index x zuordnen . Der Definitionsbereich einer 0 
solchen Funktion soll daher immer ein bestimmtes festes Intervall der reellen 

Achse sein; auch die Funktionswerte wollen wir stets als reell annehmen. 

D e r  H i  1 b e  r t  r a u  m . Da auch der erste Fall in unseren Untersuchungen eine 

Rolle spielt, wollen wir uns zunachst mit ihm etwas beschaftigen . Man spricht 

hier, in Analogie zum n-dimensionalen Raum R , von einem unendlichdim en-
n 

sionalen R , nennt ihn auch Hilbertschen Folgenraum , da die Vektoren dieses 00 

"Raumes", den D. Hilbert als erster untersucht hat, von gewissen Zahlenfolgen 

gebildet werden, wie wir schon gesehen haben . Wir wollen ihn kurz H i  1 b e  r t  -

r a u  m oder Raum H nennen, obwohl manche AutorAn unter dem (abstrakten) 

Hilbertraum einen wesentlich allgemeineren Begriff verstehen, der den Hil

bertschen Folgenraum und auch den sofort zu besprechenden Funktionenraurr; 

als Sonderfalle einschliesst. Die Formeln flir den R gehen aus denen filr R = n 
<lurch Grenztibergang n � oo hervor, soweit dieser sinnvoll ist, d. h .  die un-

endlichen Reihen, in die die n-gliedrigen Summen tibergehen, konvergieren . 

Das innere Produkt zweier Vektoren � = (x
1

, x
2 , x

3
, . . . .  , x

n
) und 

1tJ = (y l' Y 2, Y 3 , · .  · · . .  , Y n) des R
n 

ist nach (4, 10 )  gegeben <lurch 
n 

(5 ,  2 )  ( 1t'. ' �  ) = ( � ' 1e ) = k� / k Y k = X 1 Y1 + x 2 Yz + x 3 YJ + · · · + x n Y n • 

Die Lange oder " Norm" 1 1�11 des Vektors '-<f ist definiert durch die Quadrat-

wurzel aus dem 

(5 ,  3 )  

inneren Produkt des Vektors mit sich selbst, e s  ist also 

2 n • 2  2 2 2 2 1 1 1, I I = ( 't ,  � ) = k�1 x k = x , + x i + x 3 + . . . + x " . 
Das Norm quadrat (5 ,  3 )  eines Vektors mit reellen Komponenten ist ersichtlich 

stets positiv .  

Das innere Produkt zweier Hilbertvektoren 

-<e = { x k } � 

, = { yk } 7 
ist dann definiert durch di e Reihe 

00 

(5 ,  4 )  ( 1_, . � ) = �, X kyk = x , y, + x2 yz + x3 y3 + . .  · · · 



28 

wenn sie konvergiert. Die Norm 1 1 1€, 11 von '1{ wird durch die Gleichung 
2 � 2. 2. 2 2. 

(5, 5)  1 1 � 1 1 = (� , 1e, )  = C/ k = x , + x z + x l + . . . . .  

geliefert . Damit nun eine Zahlenfolge { xk } ';' dem Raume H angehort, soll per 
definitionem ihre Norm endlich sein, das heisst der Hilbertraurn wird aus allen 
(reellen) Zahlenfolgen gebildet, ftir die (5 ,  5 )  konvergiert .  Dann ist auch, wie 
man zeigen kann, die Konvergenz von (5 ,  4)  gesichert. 

D e r  F u n k  t i o n e n  r a u  rn . Nun wollen wir den Begriff des inneren Produktes 
zweier Funktionen f(x) und g(x) definieren, und zwar in Analogie zu (5 ,  2) . Da 
wjr es nun mit kontinuierlich unendlich vielen Komponenten zu tun haben, mlis
sen wir die dort auftretende Summe durch ein Integral ersetzen (beim Ueber 
gang zum Kontinuum wird aus einer Sum me ein Integral ) :  

b 
(5 ,  6 )  ( f ( x ) , g ( x )) = jf ( x )  g ( x ) ax = � g (x) , f ( x )) .  

a 
Fur die Norm 11 f(x) I I  von f(x) erhalten wir analog 

b 
(5, 7)  1 l f (x ) ll 2 = ( f ( x) , f ( x )) =j [ f ( x )] 2 d x 

a 
Diese Norm ist nun bei stlickweise stetigen Funktionen gewiss vorhanden und 
endlich. Man bezeichnet die Gesamtheit dieser im Intervall a �  x �  b definier
ten stilckweise stetigen Funktionen als F u n k t i o n  e n  r a u  m und diese Funk
tionen selbst als Elem ente des Funktionenraumes. 

A b b i l d u n g  d e s  F u n k t i o n e n r a u m e s  a u f  d e n  H i l b e r t r a u m . Es 
gilt der grundlegende Satz: Jedem Element des Funktionenraumes f(x) lasst 
sich ein Vektor { 3K} � aus dem Raume H umkehrbar eindeutig linear und so
gar "liingentreu" zuordnen . Dies geschieht auf folgende Weise : man ftihrt im 
Funktionenraume ein sogenanntes vollstandiges Orthonormalsystem 'f k(x) von 
Funktionen ein . Diese Bezeichnung Orthonormalsystem bedeutet, <lass das Sy
s Lem der Funktionen 'f k(x) rio rmiert, d. h .  die Norm jeder dieser Funktionen 
beztiglich des betrachteten Intervalles a �  x � b ist gleich 1 ,  und dass es ortho
gonal ist, d. h. je zwei dieser Funktionen <f k(x) und �1(x) sind zueinander or
thogonal . Die Orthogonalitat zweier Funktionen ist wie die Orthogonalitat zwei
er Vektoren in der linearen Algebra <lurch das Verschwinden ihres inneren 
Produktes definiert . Die Orthogonalitat und die Normiertheit eines Funktionen
systems f k(x) lass en sich in einer Gleichung zusammenfassen: 

b 
( 5,  8 )  ( 'f k ( x )  ' <f't ( x )) = J 'f k ( x) <f\ ( x) d x = d kl 

a 
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0 
kl ist  wieder das Kroneckersche Delta, defi niert als 

tur k = l 
fo r k =i= l  

'Jleichung (5,  8 )  bedeutet also : 

( Cfk ( x ) , <f\( x)) = 1 1 Cf k (x ) 1 1 2 = 1 
( Cf\ ( X ) , <ft ( x )) = 0 fo r k =i: l  

(Normierung) 

(Orthogonalitat ) .  

E in wichtiges und bekartntes solches Orthonormalsystem bilden die Funktionen 

1 1 . 1 1 · 2  1 2 1 · 3  1 
( 5 ,  9)  VZJt , '[Jt s i n  x ,  VJt cos x ,  '{J( s i n  x ,  '{JC cos x ,  VJ[. s i n  x ,  '{i cos 3x , . • . .  

im Intervall 0 � x < 2 Jr, die ja bei der Fourierentwicklung von Funktionen auf

treten. Der Leser tiberprlife selbst das Bestehen von Gleichung (5, 8 )  ftir dieses 

System . Es treten dabei folgende bestimmte Integrale auf ( 1-! ,v = 1, 2 ,  3 ,  . . . . ) 

2. :n: 2X" J s i n  vx dx = J cos vx dx  = 0 
0 0 
2 Jt  1 2 X  Q J s i n  1-!X s in v x d x = 2 j (cos ( fl - v) x - cos ( ,u.. + v )  x) d x = { 

0 0 Jt 
2x 2x 

Jsin flx cos vx dx = ;  f(s i n ( p.,- v) x +  s i n ( fl + v) x) d x = 0 
0 0 

zx 2x o 
j cos ,u..x co s vx dx = ; j ( cos (fl - v) x + cos (p.. + v) x) d x  = { Jt 

0 0 

fu r fJ.* v 
fur }.l- = v  

fo r ,u.. t v  
fo r 1-1- = v 

Eine Funktion aus dem Funktionenraum Uisst sich nun stets eindeutig 

nach einem solchen vollstandigen Orthonorm alsystem entwickeln, d. h. es ist 
00 

(5 ,  10 )  

wir haben also in  dem System der unendlichvielen konstanten Grossen (a1 , a2 , 
a

3
, . . . . .  ) einen Vektor aus dem Hilbertraum vor uns, den wir dem Element f(x) 

des Funktionenraum es umkehrbar eindeutig zuordnen konnen . Diese Grossen ak 
nennt man Fourierkoeffizienten, da, wie wir schon angedeutet haben, die Fou

rierentwicklung einer Funktion im wesentlichen einen Sonderfall von (5, 10 ) dar

stellt . Die Analogie von (5 ,  10 ) mit der Darstellung eines Vektors im R in 
n 

einer orthonormierten Basis 'fl/
k 
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n 1 )  -w = L x 'l\.- = X 1v + X 1V + X 1V + • . .  + x  1v \... k = 1  k k 1 1 2 2. 3 3 n n 

legt dabei nahe, die Gesamtheit der Funktionen <f 
k

(x) als "Basis" im Funktio

nenraum zu bezeichnen . Die Vollstandigkeit eines Systems <f 
k

(x) bedeutet i.ibri

gens gerade die Darstellbarkeit nach (5 ,  10 )  einer beliebigen Funktion des Funk

tionenraumes in dies em System . 

Die Fourierkoeffizienten � erhalt man, wenn m an das innere Produkt 

beider Seiten von Gleichung (5 ,  10 )  mit einer beliebigen Funktion 'f 1 (x) aus dem 

System bildet : 

b b 
( f ( x) , <f\ (x)) = jf \ x) <f\( x ) d x  =Jf ak� k ( x ) <f\( x ) d x  = 

a a 
b 

= 'f ak fCfk ( x } tf\ ( x ) d x = t a k c\l = a l '  
a 

es ist also 

(5 ,  1 1 )  

Diese Ableitung ist einfach, wenn auch nicht ganz streng; L bedeutet nati.irlich 
� k 

[;1 ; f � d' kl 
=a1

, da links alle Summanden ausser dem fi.ir k= l verschwinden 

und a1 d' 1 1 =a
1 

ist .  

Es 13.sst sich leicht zeigen, dass die inneren Produkte zweier Funk:tio

nen und der ihnen zugeordneten Vektoren im Raum e H gleich sind, dass also 

b 
(5,  12)  ( f (x) , 9 (x) ) = jf (x) g (x)  dx = ( -0.- , tr ) = f a k b k  

a 

l ) E s  sei etwa n = 3 ,  soda s s  w i r  also den gewohnten dreidi m en s io nalen Raum vor uns haben;  setzen wir,  wie 
U b lich,  

dann haben wi r 
3 

x 1 = x -n.- ,  = 'I-
11-- z = J' 
1V3 = 42 ' 

'<€ = L X k1Vk = X 11v1 + x 2-n.-2 + x3iv3 = x -i.  + y-i. + z42 , 
k , ,  0 

die bekannte Darste ll ung e i ne s  V ektors im Dre i be i n  der zuei nander senk rechten E i n hei ts vektoren -i..j-."1. E s  
i s t  dann 

x = � -i, = ( � • .;_ )  
y = -If:· � = ( 1e_ . ;}- )  

also a l lgem ei n  z = ·ie 42 = ( 1£  . .e } , 

Diese Formel i s t  in ( 5 ,  1 1 )  verallge m e i nert.  



ist, wenn 

ist und 

3 1  

f (x ) 
g ( x )  

-vv = { a k } � 
� = { b k } �  

bedeutet, also f (x) der Vektor .-ov und g(x) der Vektor ,{'.,- entspricht . 

Aus (5,  12)  folgt sofort die Gleichheit der Norm en und damit die "Lan

gentreue" der Abbildung 

(5, 13 ) I I  f ( x) I I  = J [ f ( x ) J 'd x = I J  4 \ I  = � �1 a�  , 
a 

woraus man erkennt, dass auch 1 1 4 11 endlich ist, dass also -ov dem Raume H 

wirklich angehort . Gl . (5 ,  13 ) ist tibrigens die aus der Theorie der Fourier

reihen bekannte Vollstandigkeitsrelation . 

L i n e  a r e  0 p e r  a t  o r e  n . Wir wollen nun den Begriff der linearen Transfor

mation im R auf den Raum H und den Funktionenraum tibertragen. Im R hat 
n n 

eine lineare Transformation nach ( 4, 14) die Gestalt 

(5, 14) 

Ftir den Raum H haben wir n ....,. oo gehen zu lassen und erhalten zunachst rein 

formal 
00 

(5 ,  15 )  

Damit diese Form el einen Sinn hat, mtissen erstens alle Reihen auf der rech

ten Seite konvergieren und zweitens der so entstandene Vektor { x; } 7 dem 

Hilbertraum angehoren, also eine endliche Norm v f x � H  besitzen. Die 
k=1  k 

Grossen L
kl 

in (5 ,  15)  bilden eine "unendliche Matrix" 

L 11 L 12 L 13 
L 

ii. 
L Z1 L 22 

L
23 

L
zi. 

L 31 L 32 L 33 
L 3'+ 

L 4, 
L 42 

L '+3 
L 44 
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Um ein Analogon im Funktionenraum fiir die lineare Transformation 
(5, 14) zu finden, mi.issen wir beachten, dass diese Gleichung dem Vektor � =. 

* * * * (x 1 , x2, • • • •  , xn) den Vektor � =(x1, x2, . . . .  , xn) l i n e a r  zuord net ist, 
d. h. es ist 

was aus den elementaren Eigenschaften der Addition sofort folgt. Diese letzte
re Aussage Ui.sst sich unmittelbar auf den Funktionenraum i.ibertragen; wir ge
langen so zum linear en Funktionaloperator. 

Im ersten Abschnitt haben wir schon den Begriff des Funktionalopera
tors eingefi.ihrt. Wir wollen wiederholen : 

Ein (Funktional-) Operator T ist eine Zuordnung, die jeder Funktion 
f(x) aus einer bestimmten Menge von Funktionen eine andere Funktion f *(x) 
eindeutig zuordnet. Wir schreiben 

f * ( x )  = T { f ( x ) } 

Ein Operator L heisst linear, wenn gilt : 

L { ocf (x ) + � g (x ) }  = oc L { f (x ) } + P L { g ( x ) } 
filr beliebige reelle a und {3 .  

In der Folge wollen wir uns nur mit linearen Operatoren beschfiltigen. 
Wenn wir nun (5, 14) sinngemass (die Summe ist <lurch ein Integral zu 

ersetzen) auf den Fall kontinuierlich vieler Komponenten libertragen, so erhal
ten wir eine Darstellung eines linearen Operators als sogenannte:q Integralope-

b rator: 
(5, 16) f * ( x )  = j L ( x , u )  f ( u )  d u 

a 

Es entsprechen hier : 
das Integral dem Summenzeichen, 
die Funktion L(x, u) (der sogenannte Kern des Operators) 

der Matrix (�1), 
die unabhangigen Variablen (z. B. x, u) den Indizes (z . B. k, 1) .  

Es ist hier zu bemerken, dass die Benennung der unabhangigen Varia
blen (x, u usw . ) fiir die Zugehorigkeit einer Funktion zu dem betreffenden Funk
tionenraum gleichgi.iltig ist, ebenso wie die Bezeichnung des Komponentenindex 
mit k, 1 usw. fi.ir die Zugehorigkeit eines Vektors zum Raume R . Wichtig ist n 
nur, dass der Definitionsbereich der Funktion stets das gleiche Intervall (a . . . b) 
ist. Wir werden daher ki.inftig oft einfach vom Element (des Funktionenraumes) 
f sprechen und dam it f(x), f(u) usw. , aber stets mit a � x � b, a � u � b usw., 
meinen. 
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Die Analogie von (5, 16) mit (5,  14) ware vollstandig, wenn sich j e d e  r 
lineare Operator als Integraloperator darstellen liesse. Das ist jedoch keines
wegs der Fall. Schon ganz einfache Operationen, etwa die Identitat 

J f ( x ) = f ( x ) 

oder der Differentiationsoperator 

�f (x ) = 
d f ( x )  

d x 

lassen eine solche Darstellung nicht zu . 
Die Bezeichnung der letzten zwei linearen Operatoren bedarf einer Er

kHirung. Wir wollen namlich 1 i n  e a r  e Operatoren ktinftig auf zwei Arten be
zeichnen: 

1. ) Mit Fraktur-(oder Kurrent-) buchstaben o h n  e nachfolgende ge
schlungene Klammer, also etwa 
(5, 17) f '* ( x )  = � f ( x ) 
oder einf ach 
(5, 1 7 ' )  f * = f, f . 
Diese Bezeichnung steht in gewisser Analogie zur Darstellung einer linearen 
Transformation (5, 14) in symbolischer Matrizenschreibweise (4, 15) 

2 . ) Oft ist es jedoch zweckmassiger, den linearen Operator (5, 17) fol
gendermassen darzustellen: 

(5, 18) f * ( x ) = :£ f ( u )  , X U  

also wieder mit Frakturbuchstaben, aber mit zwei Indizes, deren erster die 
unabhangige Variable der " Bildfunktion" f*,  und deren zweiter die unabhangige 
Variable der " Stammfunktion" f angibt. Hier ist eine gewisse formelle Ahn
lichkeit mit (5, 14) festzustellen, insbesondere wenn man dort nach der Ein
steinschen Summenkonvention 1 )  das Summenzeichen weglasst und Gl. (5, 14) 
schreibt 

x: = L kt x i . 
Diese formelle Analogie bezieht sich auch darauf, dass man in (5, 18) die Be
zeichnung der unabhangigen Veranderlichen der Stammfunktion f ganz beliebig 

l ) E i ns teinsche Summ enkonvention : kom mt i n  einem Ausdruck e i n  Index zwe i m a l  vor, so ist  U ber i hn zu sum 
m ieren; es bedeutet etwa 
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wahlen kann (ebenso wie den Index, tiber den sum miert wird, in (5 ,  14) ) .  Es ist 

also 

f * ( x )  = £ xu f ( u )  = .ixvf (v )  = .i xt f ( t ) =' • • • • 

D i e  M a t r i x  e i n  e s 
1 

i n  e a  r e  n 0 p e r a t  o r s . Betrachten wir nun die Ab

bildung auf den Hilbertraum , so gilt, da diese linear ist,
1 )  

der wichtige Satz : 

jedem linearen Operator im Funktionenraum entspricht eindeutig eine lineare 

Transformation der der betreffenaen Stammfunktion entsprechenden Fourier

koeffizienten im Raume H und damit eine unendliche Matrix (vgl . etwa Gl . 

(5 ,  15 )  ) .  Die E lemente dieser Matrix wollen wir mit gewohnlichen Buchstaben 

bezeichnen, aber jede Matrix und den entsprechenden Operator mit dem glei

chen Buchstaben . So entspricht .also dem Operator ;/!, die Matrix mit den Ele

menten L
kl

. Es  seien also 

dann gilt, wenn 

f * = ;f f  
ist : 

(5 , 19 )  a : = f l kt a l . 
Die Matrix (1K1) ist aus aer Gleichung 

(5, 20 )  L kL = ( .f cyl ' <f k )  
zu berechnen. Das kann auf folgende Art leicht erkannt werden: 

Es gilt nach (5,  1 1 )  

daraus folgt mit (5 ,  19)  

f L kr ar = ( .i f, 'fk ) · 
Nehmen wir nun fiir f eine Funktion aus unserem vollstandigen Orthonormal

system, etwa <f 1,  dann hat man als Fourierkoeffizienten ersichtlich 

a k = 01k 

(die O
lk = cS 

kl 
sind nach (4, 8) definiert) . Diese Beziehungen setzen wir in die 

l) d. h. entspricht der Funktion f(x) der H i l bertvektor { �}� und der Funktion g(x) der Vektor {bk }� , so 
entspric'ht, wie sich aus (5,  1 1) sofort ergibt, der Funkti on af(x)+(3g(x) der H i l bertvektor { aa +f3b }00 k k 1 
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letzte Gleichung ein und erhalten 

� L kr J Lr = L kL = ( � Cfl '  <f\ ) . 
Dies ist gerade Gl.  (5 ,  20 ) . 

Der Identitat 

f * = 'J f = f 

entspricht z .  B .  die unendliche Einheitsmatrix mit den Elementen 
cf kl : 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
1 

L i n e a r e  F u nk t i o n a l e . Schliesslich wollen wir noch den Begriff der li

nearen Ortsfunktion im R (4, 9)  
n 

n 

( 5 ,  2 1 )  W = � ( X 1 ' X z ' X 3 ' . • •  ' X n ) = k�1 h k X k = ( J ' -<£. ) 
zum Begriff des linearen Funktionals im Funktionenraum erweitern (flir die 

n 

Uebertragung von (5 ,  2 1 )  auf den Hilbertraum braucht m an nur die Summ e  [ 
00 k • 1  

durch die Reihe L zu  ersetzen; ihre Konvergenz ist gesichert, wenn -w und 
k = 1  1.. } dem Hilbertraum angehoren) . 

Es  sei also im Funktionenraum wieder eine bestimmte Menge von Ele

menten (Funktionen) gegeben. Eine Zuordnung, die jedem Element f aus dieser 

Menge eine bestimmte Z a h  1 w = � (f)  entsprechen Hisst, heisst ein F u n k  t i o -

n a l . 

Ein Funktional heisst linear, wenn die Gleichung 

<F ( ocf+ � g ) = oc � ( f) + � <P (g )  
ftir beliebige (reelle) Zahlen a und f3 gilt . 

E ine vollstandige Analogie zum R kommt zum Ausdruck im Satz von 
n 

F .  Riesz : 

(5 ,  22) 

Jedes lineare Funktional ist von der Form 

b 
� ( f ) = ( h , f ) = j h (x ) f ( x ) d x , 

a 
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wobei die Funktion h <lurch das Funktional <P eindeutig definiert ist.  (Ftir die 

Allgem eingtiltigkeit dieses Satzes mus s  m an allerdings noch etwas allgem eine

re Funktionen als E lem ente des Funktionenraumes auffassen . ) Die Analogie von 

(5 ,  22)  zu (5 ,  2 1 )  ist vollkommen und offensichtlich.  1 )  
Gehen wir nun zum zugeordneten Raum H tiber ! 

E s  seien 

Dann wird nach (5 ,  22 )  und (5 ,  12)  

f = I a w k k 1 k 

h = I h <D  
k k J k 

( 5 ,  23 ) w = � ( f ) = ( h , f ) = l: h a , k k k 
eine Reihe, die gewiss konvergiert .  E s  entsteht also eine lineare Ortsfunktion 

(Ortsvektor ist { � } � ) im Raum e H .  

Damit wollen wir den Ueberblick tiber die mathematischen Grundlagen 

unserer Theorie abschlies sen; andere Begriffe, die wir spater noch brauchen 

werden, wollen wir erst an Ort und Stelle einftihren, um diesen Abschnitt nicht 

zu untibersichtlich zu gestalten . 

l } E i n  li neares Funktional liisst a l so irn Gegensatz zum l i nearen Operator stets eine Integraldarste l l u ng zu ! 
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6 .  ABSCHNITT: Fehler und Genauigkeitsmasse von Funktionen. 

J ede Ordinate einer vorgegebenen Funktion f (x) sei  mit einem wahren 

F ehler behaftet. Die Gesamtheit all dieser Fehler bildet eine (stetige) Funktion 

E. (x) derselben unabhangigen Veranderlichen. 

Ftihren wir nun ein vollstandiges Orthonormalsystem 'f k (x) beztiglich 

eines Intervalles a � x � b ein, so lasst sich die Funktion E. (x) darin darstel

len : 
00 

(6 ,  1 )  e: ( x ) = L E k <fk ( x ) k z 1  
mit 

b 
6,  2 )  E k = ( E ( x ) , <fk ( x )) = j £ (x ) <fk ( x ) d x 

a 
Der Vektor { tk}� werde Fehlervektor genannt . 

Denken wir uns N solcher wahrer Fehlerfunktionen £(i )(x) ( i = 1 ,  2 ,  

3 ,  . . . . .  , N)  gegeben (die Kurve werde etwa N-mal befahren), so kann m an die 

m ittlere Fehlerfunktion m2 (x, y) <lurch 

(6, 3 )  

definieren und die dazu proportionale Q-Funktion als 

Q ( ) _ m 2 ( x , y )  
( 6 , 4 )  x , y  - 2 µ. 
erklliren ( �· . . . . . . . .  mittleres Fehlerquadrat der Gewichtseinheit) . 

Ebenso kann man aber, vom wahren Fehlervektor { e k}� ausgehend, 

wie im 4. Abscbnitt die mittlere Fehlermatrix als die (nunmehr unendliche) 

Matrix mit den Elementen 

(6 ,  5 )  2 _ _.:!_ � ( i )  ( i )  _ [ E k  £ i )  
m kl - N t�1 £ k E l - N 

erklaren und entsprechend die Q-Matrix mit den Elementen 

(6,  6 )  

bilden. 

z 
Q = m kl 

kl P-2. 

Wir wollen nun zeigen, dass die m2 
kl m it den F ourierkoeffizienten der 

Entwicklung von m2(x, y) im Orthonorm alsystem der �k (x) tibereinstimmen. 

Um allgemein eine Entwicklung einer Funktion F (x, y) zweier Verander

licher in diesem Ortnonorm alsystem zu erhalten, setzen wir versuchsweise 
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F ( x , y ) = L I. Fkt lfk ( x ) <f\ ( Y ) ' k=1 l= 1 

worin die F kl konstante Koeffizienten sind. Diese werden folgenderm assen be

stimmt: wir multiplizieren diese Gleichung mit <f r (x) <p5(y) und integrieren 

iiber das Quadrat a �  x �  b, a �  y � b :  
b b 00 00  b b 

J J F ( X , y ) 'fr ( X ) <f 5 ( y) d X d y = k� 1 l �1 F kl, J J Cf k ( X) <f\ ( y) lf r ( X ) tj> 5 ( y ) d X d y 
x • a  y = a  x = a  y = a  

b b 
= t t Fk1 J'fk ( X ) lfr (x ) d xf  cp1 l Y) <fs ( y ) d y  

a a 

Da nach (5 , 8),  der Definition eines Orthonormalsystems , 

( <fk '  lfr ) = cfkr 
( If t ' <f s ) = d ts 

ist, so haben wir weiter 

b b J J F (x , y )  <fr ( x )  Cfs ( Y) dx dy = t f F�l cfkr cfls = Frs ' 
x :s a  y = a  

da cf kr nur fiir k = r von Null verschieden (und gleich 1 )  ist und ebenso d' ls 
nur fiir l = s .  E s  ist also 

(6, 7 )  
b b 

Fkl = J J F (x ,y ) <fk ( x) <p1 ( y )  dx dy 
x = a  y=a 

All das stellt eine einfache Verallgemeinerung des Falles einer Ver

ander lichen (5, 10 ) dar . 
Nach diesem kleinen Exkurs kehren wir wieder zu unserer Fragestel

lung zurtick : dem Zusammenhang zwischen m2 (x, y)  und den m2 
kl . Die Fourier

koeffizienten der Entwicklung von m2 (x, y)  sind gleich 
b b 2 b b 1  N . . 

J J m ( x 'y) � k ( x )  lf t ( Y ) d x d y = J J N i�1 E. ( ' ) ( x )  £ ( ' >  ( y)  ·<f k ( x ) <f L ( y )  d-x d Y 
a a a a 
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was zu beweisen war . Diesel be einfache Zuordnung besteht damit auch zwis chen 

der Q-Funktion und der Q-Matrix: die Elemente der Q-Matrix sind die Koeffi

zienten der Entwicklung der Q-Funktion im vollstandigen Orthonormalsystem 

mit 
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'l . ABSCHNITT :  F ehlerfortpflanzung beim linear en Operator . 

E s  sei eine Funktion f(x) mit der Q-Funktion Q(x, y) gegeben. Gesucht 

ist die Q-Funktion Q* (x, y) der Funktion f * (x) ,  die aus f(x) <lurch die lineare 

Funktionaloperation 

(7 ' 1 )  f * ( x )  = � f ( x) 

hervorgeht. Um sie zu finden, gehen wir wieder vom wahren Fehler €.(x) aus .  

Diese Funktion geht nun <lurch die betrachtete Operation in 

(7' 2) t*( x )  = .i. t ( x )  

tiber, was aus 

f * ( x ) + t* ( x ) = .t'. { f ( x ) + E ( x ) } = ;f f ( x ) + '.f e: (x )  

(wegen der Linearitat des Operators) m it (7, 1 )  sofort folgt . Wir werden nun 

zweckm as sig die Schreibweise (5 , 1 8 )  ftir unseren Operator '£ verwenden, also 

(7 , 2) schreiben 

(7 '  3 )  t: * ( x ) = :£ £ ( u )  , 
X U  

etwa wie man statt 

genauer 
x 

e:* ( x ) = j e: ( u ) d u  
a 

schreibt. Diese Schreibweise wird es uns ermoglichen, dem elementaren Fall 

des R ausserlich weitgehend ahnliche E rgebnisse zu bekommen. n 
Nach (7 , 3 )  erhalten wir fiir die m ittlere Fehlerfunktion von f*  (x) 

* 2
( 

) = _1 � * C i >( ) * ( i ) ( ) = _1 I :£  £ ( i ) ( u ) '£ £( i > ( v )  • m x , y N ;7/: x £ Y N i = 1 x u  y v  
Diesen Ausdruck formen wir rein formal um in 

N N ( m*2( x , y ) = ) N1 L :£ 'i £( i ) ( u ) £ ( i ) ( v )  = '£ '£ v N
1 L £ ( i ) ( u ) t:( i ) ( v ) 

i = 1  XU y v  X U  Y i : 1 

Damit erhalten wir 

(7' 4)  

und nach Division <lurch fJ-2 , das m ittlere Fehlerquadrat der Gewichtseinheit, 

(7, 5 )  Q * ( X , y ) = 'i..xu 'i.,yv Q ( U ,  V ) 
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als  Fortpflanzungsgesetz flir die mittlere Fehlerfunktion und die Q- Funktion 

beztiglich der linearen Operation (7 ,  1 ) .  

D e r  l i n e  a r e  D o p p e l o p e r a t o r .  Bei der Herleitung von Gleichung (7 , 4 )  

wurde, wie schon erwahnt, rein form al gerechnet, ohne die Bedeutung und die 

Zulassigkeit der durchgeflihrten Manipulationen zu liberlegen . Dies wollen wir 

jetzt tun. 

E s  sei �xu <£ yv ein " ( l i n e a r e r )  D o p p e l o p e r a t o r " ,  der auf 

eine Funktion F(u, v) zweier Veranderlicher wirkt und sie folgendermassen in 

eine andere Funktion 

F * ( x , y )  = !P_ '£ F ( u , v ) 
X U  yv 

tiberflihrt : wir bilden zunachst die Operation 

<£yv F ( u , v ) , 

beziiglich welcher F(u, v) als eine Funktion von v allein zu betrachten ist ( u 

gilt als Parameter).  Dies kommt <lurch den Index v im Operatorzeichen ':£ yv 
zurn Ausdruck - man erkennt den Vorteil unserer Bezeichnungsweise . Durch 

diese Operation erhalten wir eine Funktion G(u, y) von u und y, auf die wir nun 

die zweite Operation 

�xu G ( u , y )  
anwenden, beztiglich der entsprechend G(u, y)  als Funktion von u allein mit 

dem Parameter y betrachtet wird. Man erhalt so eine Funktion von x und y, 

die eben unser F*(x, y)  ist .  Es ist also 

(7 '  6 )  

Dadurch ist der eingefilhrte Doppeloperator :£ '£ eindeutig definiert .  Das 
x 

J 
X U  yv 

Doppelintegral f . .  du dv ist ein Sonderfall eines solchen Doppeloperators . Aus 
u = a  v = a  

der Linearitat des einfachen Operators !£, folgt die des Doppeloperators '£ � : XU YY 

�xu �yv (ocF, ( u ,v) + � F2 ( u ,v)) = .ixu (oci,yv F1 ( u ,v) + � �yv F2 ( u , v )) = 

= oc�xu:iyv F1 ( u ' v) + � �xui.yv Fz (  u ' v) 

Ist nun die S tamrnfunktion F(u,  v) das Produkt zweier Funktionen, von 

denen die eine nur von u, die andere nur von v abhangt: 

F (u ,v) = 9 ( u )  h ( v )  , 
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es ist also 

(7' 7 )  
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!£ x u  ,iyv 9 ( U ) h ( V ) = :£ x u ( � yv 9 ( U )  h ( V ) )  

= ':£ xu ( g ( u ) .iyv h ( v)) 

denn wegen der Linearitat des Operators !l ist 

und es kann, da :£ nur auf die Veranderliche v wirkt, g (u) als eine Konstan-yv . .  
t e  c angesehen werden. Ahnlich ist e s  dann mit ':l , beztiglich des sen die Funkxu 
tion iJ!, h(v) als heraushebbare Konstante anzusehen ist.  yv 

Wegen (7 , 7 )  ist also 
� £( i ) ( u )  ':£_ t: ( i ) ( v ) = '£_ 'i!, t: ( i ) ( u ) t: ( i l ( v )  

XU yv X U  yv ' 
terner ist wegen der Linearitat von � ';£ XU yv 

N N 
-1 L. P.. '£ E:( i l (  u ) £ ( i ) (  v) = 1!, £ ...1.. L EY ' (  u )  £( i ) (v ) · N i = 1 xu yv x u  yv N i = 1 ' 

damit sind die Bedeutung und die Berechtigung der bei der Herleitung des Feh

lerfortpflanzungsgesetzes (7 , 4)  durchgefi.ihrten Umformungen vollig geklart . 

A b b i l d u n g  a u f  d e n  H i l b e r t r a u m . Bezeichnet (�1) die dem Operator 

<£ entsprechende Transformationsmatrix im Hilbertraum , ist also nach (5 ,  20)  

so nehmen die Fortpflanzungsgesetze der mittleren Fehlerm atrix und der Q

Matrix die Gestalt der Formeln (4, 16) und (4, 17) an (mit n ---7 oo ) ,  es ist also 

(7' 8 )  

(7' 9 )  

00 00 

m* 2 = L L L L m2  kl r = 1  s z 1  k r  ls rs  
00 00 

a* = [ r L L G . kl r = 1 s = 1 kr 1.s rs 

Der einfache Beweis verlauft folgendermassen :  

Die der Gleichung (7, 2)  im Hilbertraum entsprechende Beziehung lau

tet nach (5, 19) ,  wenn £. k und E.� die Fourierkoeffizienten von e:.(x) bzw . c*(x) 
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00 

t:*k =  I L k E. r = 1  r r 

Daraus erhalt man 

und damit 

m*Z = J_ r t: * ( i\* ( i )  = ..1_ £ { [ L £( i )  I L £ ( i ) } = kl N ; = 1 k L N i = 1  r=1 kr r s • 1  ls 5 

= - L L L L L £ ( i )  £ ( i )  = I I L L 1- L £( i )  £ ( i )  1 N { oo oo  } 00 00 { N 

} N i : 1 r =1 s = 1  k r ls r s r = 1  s = 1  kr Ls N i : 1  r S 

* 2 00 00 

L r L L m 2 m kl = r = 1  s = 1 kr ls rs 

also die Gleichung (7, 8 ) ;  (7 ,  9) geht daraus <lurch Division <lurch tJ-2 hervor .  

Hiezu sei bemerkt, <lass man die verwendeten Umformungen durch

fiihren kann, obwohl es sich um unendliche Reihen statt endlicher Summen han-
n n 

delt; die Bedeutung ist dieselbe wie bei diesen; der Doppelsum m e  I. I ent-
oo oo r = 1  s = 1  

spricht die unendliche Doppelreihe r L . Das ist dann moglich, wenn die 1 )  r o 1  S = 1 00 

Reihen absolut konvergieren ; die Reihen I. Lk £ s ind aber absolut konver-
r = 1 r r 

gent. 

A n  w e n d  u n g e n . Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz (7 ,  5) fi.ir linea

re Operatoren wollen wir nun auf den im fi.inften Kapitel eingefiihrten Integral 

operator (5 ,  16)  anwenden, der, wie erwahnt, form al genau der linearen Trans 

formation eines Vektors entspricht :  

b 
f * ( x )  = j L ( x , u )  f ( u )  d u  . 

a 
(L(x, u) ist, um es zu wiederholen, eine gewohnliche Funktion zweier Veran

derlicher. ) Wir erhalten aus (7 ,  5 )  unter Beri.icksichtigung der Definition (7 ,  6 )  

des Doppeloperators sofort das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir diesen Opera

tor :  

( 7 , 10)  
b 

Q* ( x , y ) = J 
b 
J L ( x , u ) L ( y , v )  Q ( u ,v )  d u  d v  

u = a  v = a 

Man hat hier ein sehr anschauliches Beispiel fiir den oben eingefiihrten Begriff 

des Doppeloperators; die Formel entspricht vollig dern Fortpflanzungsgesetz 

l )s iehe etwa M angoldt-Knopp, E i nfU hrung i n  die Hohere Mathem ati k,  zwe i t e r  Band, S .  H i rzel Verlag Z U r i c h  1 9 5 7 .  
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(4, 17) fi.ir die Q-Matrix bei einer linearen Transforrnq.tion :  
n n 

Q* = I I L L Q kl r = i  s = 1  kr ls rs 

es ents p rechen einander, urn es zu wiederholen : 

unabhangige Veranderliche . . . . . . . . . . . . . . . . . .  laufender Index 

Funktion zweier Verander lie her . . . . . . . . . . . . . .  Matrix 

Doppelintegral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Doppelsurn rne 

Intervallanf ang a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . erster Index 1 

Intervallende b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  letzter Index n 

Leider lassen sich, wie bereits erwahnt, nicht alle linearen Operatoren als 

Integraloperatoren darstellen . 

Der im ersten Teil ausftihr lich behandelte I n  t e g r  a t  i o n s  operator 
x 1 )  f * ( x )  =j f ( u ) d u  

a 
lasst eine Darstellung als I n  t e g r  a 1 operator zu, es  ist dann der Integralkern 

fu r u > x  L ( x , u ) • { � fu r  u � x 

Das dort gefundene Fehlerfortpflanzungsgesetz (2,  5 )  ftir die Integration ergibt 

sich nun als einfacher Sonderfall des allgemeinen Gesetzes (7,  5 ) , bzw . von (7 ,  10 ) .  

N i  c h t 1 i n  e a r  e 0 p e .r a t i o n  e n .  Zurn Abschluss noch einiges Uber nichtline 

are Operatoren, d .  h .  Uber solche Funktionaloperatoren 

(7 '  1 1 )  f * ( x ) = T { f ( x ) } 

(vgl . die Definition irn 5 .  Abschnitt) ,  ftir die i .  a .  

ist .  Solche Funktionaloperatoren entsprechen den allgemeinen (nichtlinearen) 

Koordinatentransforrn ationen im R n 

(7 '  1 2 )  

Wir wollen nun kurz an den in diesern Fall einzuschlagenden Weg erinnern und 

daraus auf das Analogon irn Funktionenraurn schliessen .  

E s  seien die xk rnit den wahren Fehlern E k und die x *  k mit den wahren 

Fehlern £� behaftet. Wir erhalten dann aus (7 ,  12 )  

l )Wir  hatten frliher a=O gesetzt . 
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* * ) X k + £. k = 't' k ( X 1 + £. ,  ' X 2 + €. 2 ' X 3 + £ 3 ' • • • ' X n + £ n • 

Entwickeln wir die rechte Seite dieser Gleichung nach dem Taylorschen Satz 

und brechen wegen der Kleinheit der £ nach dem linearen- Glied ab, so folgt r 
n a w  . 

.,., * - ( ) + � � , ) + x k + £ k - 't' k x 1 ' x 2 ' x 3 ' • • • ' x n /:1 a x r x 1 ' x 2 ' x 3 ' • • • ' x n £ r • • 

una daraus mit Gl . (7 ,  12 ) ,  wenn wir noch 

setzen: 

(7' 13)  

a"f' k  ( -a-- x . , x 2 , x 3 , . . .  , x n ) = x r 
n 

£* = L. L t. k r = 1  k r  r 

Wir erhalten also die €.; in hinreichender Nfillerung als lineare Funktionen 

der £k . 
Nun der analoge Fall im Funktionenraum : Nach ( 7, 1 1 )  ist in der tibli 

chen Bezeichnung 

f * ( x ) + E*(x ) = T { f ( x ) + £ ( x ) } . 
In Analogie zu (7 ,  13)  mtissen wir also trachten, eine Gleichung von der Form 

(7 '  14) 

m it � als linearen Operator zu erhalten. Wir wollen auf eine allgem eine Un

tersuchung dieses Problems verzichten und nur als Illustration einen auch 

praktisch wichtigeren Sonderfall bringen: 

E s  sei 
x 

( 7 '  1 5 )  f * ( x) = T { f ( x ) } = j F [ f ( u ) ] d u , 
a 

worin F [ f(u) ] eine beliebige stetige und differenzierbare Funktion von f(u) be

deute. Dann haben wir 
x 

(7 '  16 ) f* (x ) + t.*( x ) = J F [ f ( u ) + £ ( u ) ]  d u . 
a 

Entwickeln wir F [ f(u)+ E. (u) ] nach dem Taylorschen Satz : 

F [ f ( u ) + e: ( u ) ]  = F [ f ( u ) ] + F ' [ f ( u ) l  E ( u ) + . .  
unter Beschrankung auf das in £(u) lineare Glied und setzen diese Entwick

lung in (7, 16) ein, so folgt 

(7 ,  16 ' ) 
x x 

f* ( x ) + e:*( x )  =j F [ f ( u ) ] d u +j F ' ( f ( u ) ] £ ( u ) d u  + . . .  
a a 

F '  [ f(u) ] bedeutet hierin natti-rlich den gewohnlichen Differentialquotienten �� 
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an der Stelle f(u ) .  Setzen wir daflir noch 

F ' [ f ( u ) ]  = h ( u )  , 

so erhalten wir aus (7 ,  16 ' )  m it (7 ,  15 ) 
x 

(7 '  1 7 )  E* ( x ) =j h ( u )  £ (u) d u  , 
a 

also einen Operator, von <les sen Linearitat m an sich leicht i.iberzeugt . Damit 

ist dieser Fall auf den einer linearen Funktionaloperation, den wir schon be

handelt haben, zuri.ickgeftihrt . Aus der allgem einen Formel  (7 ,  5) erhiilt man 

sofort das Fehlerfortpflanzungsgesetz 
x y 

(7 , 1 8 )  Q* (x , y ) =j j h ( u ) h (v ) Q ( u , v ) d u d v . 
u = a  v = a 

Als Beispiel setzen wir 

Dann wird 

h (u) = F ' [ f ( u ) ]  = 2 f ( u ) 

und (7 ,  17 )  erhiilt die Gestalt 
"' 

£* ( x ) =  zj f ( u ) t ( u ) d u .  
a 

Ftir die Q-Funktion bekommen wir flir dieses Beispiel nach (7 ,  1 8 )  

x y 
Q* ( x , y )  = 4J j f ( u )  f { v) Q ( u , v) d u  d v  . 
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8 .  ABSCHNITT : Fehlerfortpflanzung beim linearen Funktional 

E s  sei <lurch 

(8 ,  1 )  w = <P ( f ( x ) ) = ( h ( x ) , f ( x ) ) 

ein lineares Funktional gegeben . (Vgl . die Definition im 5 .  Abschnitt und den 

dortigen Satz von Ries z ) .  w ist also eine (reelle) Z ahl, die der Funktion f(x) 

zugeordnet ist; h(x) ist die fi.ir das Funktional charakteristische Hilfsfunktion. 

Ist nun f(x) mit einem wahren Fehler e: (x) behaftet, so hat die Zahl w den wah

ren Fehler '11 (auch eine Zahl) ,  der sich aus 

w + 11 = <P (f ( x ) + £ ( x ) )  = � ( f (x ) ) + <P ( £ ( x ) ) 

mit (8 ,  1 )  zu b 
(8 ,  2 )  11 = <P ( e: ( x )) = ( h (x ) , £ (x ) ) =j h (x )  c (x ) d x  

a 
berechnet . 

Wir denken uns nun N Bestim mungen von w durchgeftihrt; eine beli e

bige davon habe den Index i .  Dann ist 
b -ri ( i ) = ( h (x ) ,  e:( i ) ( x ) ) = j h ( x )  E c ; > ( x )  d x . 

a 
Wenn wir daraus das mittlere Fehlerquadrat m2 von w berechnen, erhalten w 

also schliesslich 

(8 ,  3 )  
b b 

m� = J j h (x) h (y ) m2 ( x , y ) dx d y . 
x = a  y = a  

Bezeichnen wir nun den Kofaktor von w mit q w' 
2. 

ist also 

so wird 

(8 ,  4)  
b b 

mW q w = /l-z ' 

q w = J j h (x) h (y ) Q ( x , y ) d x d y . 
x = a  y = a  

(8 ,  3 )  und ( 8 ,  4 )  stellen also die Fehlerfortpflanzungsgesetze ftir das lineare Funk-

tional (8,  1 )  dar .  
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A b b i  1 d u n g  au f d e n  H i  1 b e  r t  r a u  rn . Betrachten wir wieder die Abbildung 

auf den Hl.lbertraurn rnit den "Abbildungsgleichungen" 

(8,  5 )  

so wird nach (5, 23)  

und 

(8 ,  6 )  

f ( x )  = � a k Cfk ( x )  

e:: ( x ) = � E k  Cf k ( x )  

h ( x ) = t h k lf k ( x ) 

1 = t h k £ k  
und aus der letzten Gleichung auf die tibliche Weise :  

(8 ,  7)  

(8 ,  8 )  

E s  sei  hier besonders auf die vollige Analogie etwa zwischen (8 ,  4)  und (4 ,  12 )  

bzw. (8 ,  8 )  hingewiesen, die s ich bis  auf die Entsprechung von Doppelintegral und 

Doppelsurnrne erstreckt - ahnlich wie die zwischen (7 , 10 )  und (4, 17) bzw .  (7 , 9 ) .  

A n  w e n d  u n g .  E i n  wichtiges Beispiel ftir die Fehlerfortpflanzung beirn linea

ren Funktional liefert die im 3 .  Abschnitt durchgeflihrte Untersuchung des Ein

flusses der Fahrfehler auf die Flachenbestirnrnung rnit dern Umfahrungsplanirne

ter . Der Vergleich von (3, 1 )  rnit (8 ,  2)  zeigt, <las s  hier die Hilfsfunktion 

h = 1 

ist und dass a = 0, b = U sind .  Die Gleichung (3,  2 )  ergibt sich daher als einfa

cher Sonderfall von (8 ,  3 ) .  

Darnit wollen wir die Betrachtling der Fehlerfortpflanzung beirn linea

ren Funktional beschliessen; auf eine entsprechende Untersuchung ftir das 

n i c h t 1 i n  e a r  e Funktional, das dern nichtlinearen Operator (7, 1 1 )  entspricht 

und ahnlich behandelt wird, rntissen wir aus Platzgrtinden verzichten. 
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9 .  A BSCHNI T T :  Anwendungsmogl i c hkeiten de r Theorie;  ein Bei spiel  fi.i r die 

Abbildung auf dem Hi lbertraum . 

Voraus setz ungsgemass  ist  unsere Theo r ie  stets da n n  anwendbar, wenn 

mit  e iner F u nktion oder Kurve eine Ope rati on  ( ( l i neare) Funkt iona loperat i on i m  

engeren Sinn oder Bi l dung e i nes  (l i nearen)  Funktional s )  vo rgenom m e n  wi rd,  

wenn die Funktion n i cht exakt ,  sondern m i t  Fehlern behaflet in die Ope rat i o n  

e i ngeht und wen n  nur d i e s  c Fehler sich auf das E rgebnis  auswirken . 

Besonde rs wichtig s i nd die grap h i s ch-m echani s chen Ope rationen . H i e r 

s i n d  die verschiedenen Arten von Integriergeraten zu nennen - ni cht nur die gc 
wohnl i chen Integraphen unci Pla n i m ete r,  sondern auc h  etwa di e P rodukt- unci 

Stj eltj es -Integraphen und -pl ani meter ,  d i e  I ntegrale von der Form 

j f (x) h ( x ) d x  b z w .  j f ( x ) d H ( x )  

( h  (x ) und H (x)  s i nd H i lfs fu nkt i onen) auswerte n . 1 )  

Auf di e graµ h i s ch-mechanis che D i fferenti ation h i nge gen l asst  s i ch un

sere Theor ie  n i cht  a nwende n ,  da hiebei  die gegebene Kurve n i cht  bloss  mi t  

einem Fahrst i ft befa hren wi rd, sonde r n  ande re Vorri chtungen verwendet wer-
2) 

den-. 

Die Abbi ldung auf den Hi lbertraum ist fo r graphi sc h- m e c hanis che Ope 

rationen in prakt i scher Hin si cht unbedeutend, da, wie m an nac hrechnen kann,  

die der Q- Funkt ion  ( 1 ,  7 )  ( fli r das Befahren e iner Kurve)  e ntspreche nde Q-Ma

trizen fU r die gebriiu h l i chen Systeme von O rthonorm alfunkt ionen di e E ige n 

s chaft haben ,  dass i hre E lern ente Qkl flir zunehmende k und 1 nu r la ngsam ge 

gen Nul l konvergi ercn ,  und s ich  also fU r zahlenmassige Rec hm1 ngen schlecht 

e ignen . Das l i egt an der be sonderen Art der Funkt ion ( 1 ,  7 ) ,  di e nur fo r x = .J 
rn e rklich von Nul l verschieden i st .  

Wir haben j edoch i n  den theoreti s chen Ableitungen die A bbildung auf 

den Hilbertraum deshalb mitbehandelt,  wei l  dieser  erstens ei nen natii rl iche n ,  

fli r eine abgerundete Darstellung notwendi gen Uebe rgang v o m  n-dimensionalen 

Raum zum Funktionenraurn bildet, und weil es  zweitens :lUch ganz andere Q

Funktionen gibt, bei  denen di ese Abbildung sehr wohl e ine p raktis che Bedeu-

1 l z u 1· A nw e n clung a u f  d i e  h c u t < '  s e h r  \\ e i t  c n t w i c k c l ten a l lgcmc i nc n  Diffc rcnt i a l g l c i c h u ng s m :i s c h i n c n ,  d i e  sogc 
n a n n tcn A n a l ogre c h n c r ,  wii rc c i n  A u s h:iu d e r  T h e 0 r i e  d c r  F c h l c r l o r t p f l :i n z u ng bc i n i c ht l i nearcn Ope r a t o r e n  

u ncl i h rc E rw c i t c ru n g  a u f  n i c h t l i n e a rc Upe r a t o r e n  m i t  rn c h rc rcn va r i a b l c n  F u n k t i o n c n  niit i g  - a l l  das s t i:is st a u f  

gro s s c  m a t h c m a t i s c h c  S c h w i c r i gke i t c n . 

2 l l'. u r  O r i c n t i e r u n g  ii l ic r  i n s t ru m c n tc l l c
' 

F ragen sci c twa i - , . .  ,\ _ W i l l e r s ,  :V l a t h e m a t i s c h c  M a sc h i n c n  u n d  l n s t r u 
m c n t c ,  A k a de m i e \· c r l ag Be r l i n  H /5 1 ,  gc n a nn t .  
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tung haben kann . 

Man denke etwa an folgende s Bei spie l :  eine periodi s che Funktion ist 

durch eine Anzahl von gem e s senen Funktionswerten gegeben und wi rd durch 

ein Fourie rsches Polynom nach dem bekannten Ausglei chsverfahren angena

hert.  Als E rgebnis  der dabei dPrchgeflihrten F ehlerrechnung bekommt m an 

eine Matrix der Kofaktoren Qkl ' die die Q -Matrix fti r die Unbekannten der Aus 

glei chung darstel lt und m it der Matrix ( 6 ,  6 )  ti bereinsti m m t, wenn m an a l s  Un

bekannte die durch die Glei chung 

n 

f (x ) ::: �1 a k cpk (x) 

-m it �
k

(x) nach (5, 9 )  - definierten Koeffizienten a
k 

wahlt: (Q
k1

) nach ( 6 ,  6 )  

i st j a  per definitionem die Q -Matrix flir den Hilbertvektor { a
k
} � ;) Die a

k 
stehen m it den Unbekannten der tiblichen Fourier-Ausgleichung natiirlich in  

einfachstem Zusamm enhang (Proportionalitat m it dem Fakto r )x bzw . V�Jt ) . 
Dass die so erhaltene Matrix endlich von der Dim ension n i st, bedeutet nur 

den Sonderfal l  einer unendlic hen Matrix, deren E lem ente Qkl gleich Null s ind 

ftir k oder 1 oder beide grosser  als  n .  Unsere Theorie gilt dann, wie m an 

lei cht sieht, auch fUr dep. Fall ,  <las s  man mit  der durch den Naherungsaus 

druck analytisch gegebenen F unktion eine rechneris che Funktionaloperation 

durchflihrt,  sie zum Beispiel analytisch differenziert,  oder m it ihr analy 

tisch ein Funktional bildet. In einem solchen Fall  konnen die fli r die Fehler

fortpflanzung im Hil bertraum m assgebenden Gleichungen (7 ,  9)  und (8 ,  8)  auch 

praktisch von Bedeutung sein,  da dann, wie gesagt, das Prim are nicht die Q 

F unktion , s ondern die Q-Matrix i st .  Wir wollen a l s o  nun ein Bei spiel  ftir die 

Abbildung auf den Hi lbertraum betrachten .  

F o r t p f l a n z u n g  d e r  Q - M a t r i x  b e i d e r  D i f f e r e n t i a t i o n .  

E s  se i  eine Funktion f (x) gegeben, deren Genauigkeit <lurch die Q-Matrix 

UL = (Qkl
) beztiglich des vollstandigen Orthonorm alsystem (5 ,  9)  gekennzeich

net  sei . Diese Funktion werde nun differenziert; gefragt ist  die  Q-Matrix 

OL* = (Q * 
kl

) der Ableitungskurve 

f * ( x ) = �f (x) - d f  (x )  
d x  

1) Die Grossen E k  nach (6,  2)  konnen ja als wahre Fehler der � betrachtet werden. 
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Wir mlissen hiezu den Differentiationsoperato r ,{]- im Orthonorm alsystem 

(5 ,  9) darstellen.  

Dieses System lautet, um es zu wiederholen : 

1 
<f,(x ) = V2 x 

) 1 . 
<fzv (x = '{Jt s i n  v x } 
<.D ( x ) = -1- c o s  v x  J Zv + 1  l{i 

v = 1 , 2 , 3 ,  . . . .  

Die E lem ente Dkl der zu rJ- gehorigen Matrix sind nach ( 5 ,  2 0 )  aus der Gleichung 

zu berechnen . 

Nun ist 

Es ist also 

( 9 , 1 )  

� <fzv ( x ) = v � cos  v x  = + v c.p2 11 + 1 ( x ) 

1 . 
= - V - S i n  V X = - V <.D ( X )  • '{JC 1 2v 

und ( f'•  v bedeuten hier und im folgenden stets die natiirlichen Zahlen 1 ,  2 ,  3 ,  . .  ) 

( 9 ,  2 )  

2Jt 

Dz,u. , 2v = J V <fzv + 1 ( x )  tfz,u ( x )  d x = 0 
0 

23t 

{ D2,u , 2v + 1  = J [ - v cpz) x ) ] fz,u( x )  d x  = 

0 zjt 
D = j v c.p ( x ) cp ( x ) d x = { 2ti-+ 1 , 2v Zv + 1  Z,u+ 1 

0 
Z3t  

- 1--l-
0 
fL 
0 

D 2,u. + 1 , 2 v + 1  = f ( - v tf 2) x ) ]  tf 2 ,u. + 1  ( x )  d x = 0 
0 

fu r 1-l' = v 

fu r fJv * v 

fl.i r  f-L = V 
f Li r  tt- * v 

unter Berlicksi chtigung der Orthono rm alitat der <f k ' Wir bekom men dam it fi.ir 
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� folgende Matrix (die punkti erte schrage Linie bedeutet die Hauptdi agonale ) :  

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 - 1  0 0 0 0 0 

0 + l  0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 - 2  0 0 0 

0 0 0 + 2  0 0 0 0 

� = 0 0 0 0 0 0 - 3  0 
0 0 0 0 0 +3 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
. 

0 

0 0 0 0 0 0 0 + 4  

Die Matrix (Q*k1 ) ergibt s ich  nac h  ( 7, 9 )  zu 

00 00 

Q* = I I D D Q kl r = 1 5 = 1 k r ls r s 

E s  i st also wegen ( 9 ,  1 )  

(9 ,  3 )  

und etwa 

00 00 

Q* = [ I D D Q + 
2µ. , 2 v  � = 1  u = 1  2 µ. , 2 � Z v , Z c;  2� , Z u  

00 00 

+ L L D  D Q + 
� ,, 1  6 = 1  2,u. , 2 �  2v , 2 cr + 1  2� , Z o + 1  

00 00 

+ L L D D Q + � = 1 c;- : 1  Ztt , 2� + 1  2 v , 2 G  2� + 1 , Z G  

00 00 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-4 

0 

+ I: L D D Q � = 1  G' = 1 Zf-L , 2 � + 1  2V , 2 G + 1 2 � + 1 , 2 o + 1 

Die ersten dre i  Sum m en auf der rechten ·seite sind Null (wegen(9,  2 ) ) ,  von der 

vierten i st nur das Glied m it � = ;.;.,  und _o = v von Null  verschiede n . Ahnli 

che Verhaltnis s e  haben wir bei den anderen Q*kl' soda s s  wir schlie ssl ich  e r 

halten : 
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Q *  = u v Q Z tJ- , 2 V r 2 ,u. + 1 , 2 v + 1 

Q * = - uv Q 2.u , 2 11  + 1  r 2,LL +1 , 2 v  

Q* = - u. v Q 2,.,. + 1 ' 2 '\I .- 2,LL ' 2 ,,  + 1 

Q* = ll. V Q 2tJ- + 1 , 2 v +  1 r 2,LL , 2 v  • 

Aus die sen Formeln ( Faktor fJ--V ! ) ist die bekannte Tatsache ersichtlich, das s  

eine Unsicherheit i n  der Kurvenbestirnrnung <lurch die Differentiation vergros

sert wird. 
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