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WEITERE ANALOGIEN
ZWISCHEN AUFGABEN DER MECHANIK UND DER AUSGLEICHSRECHNUNG

H. G. Jerie

1. Einleitung.

Ueber die reichhaltige Literatur, die sich in den letzten sieben Jahr-
zehnten mit diesem Fragengebiet beschiftigt hat, berichtet Prof. Dr. A. Bar-
vir ausfiihrlich in der Einfiihrung zu seiner in der Festschrift Dolezal (1) er-
schienenen Arbeit, in der auch unter anderem besonders die Zusammenhin-
ge zwischen der Ausgleichung von Winkelnetzen nach bedingten Beobachtungen
und analogen mechanischen Systemen untersucht werden.

Die Verwendung von entsprechend entworfenen und dimensionierten
Analogrecheneinrichtungen auf dem Prinzip elastischer Systeme fiir verschie-
dene Ausgleichsprobleme lidsst sich bereits ausreichend mit dem Satz von
Castigliano begriinden, demzufolge der Gleichgewichtszustand eines solchen
elastischen Systems derjenige ist, in dem die geleistete Form#inderungsarbeit
zu einem Minimum wird.

Fiir gewisse theoretische Untersuchungen und nicht zuletzt auch zur
Vertiefung des anschaulichen Verstidndnisses der mathematischen Beziehun-
gen ist es jedoch interessant, weiteren Analogien zwischen mechanischen und
Ausgleichs-Problemen nachzugehen. Die Beriihrungszonen verschiedener Fach-
gebiete bilden ja naturgemiss eine reiche Fundgrube fiir neue Erkenntnisse auf
beiden Seiten der Grenze.

Interessant ist immerhin, dass es trotz der seit so langer Zeit beste-
henden Kenntnis vieler Zusammenhinge zu keiner echten praktischen Anwen-
dung kam, obwohl bestimmte Analogrecheneinrichtungen fiir die Losung von
Ausgleichsaufgaben, die zu grésseren Normalgleichungssystemen fiihren, be-
sonders wertvolle Dienste leisten konnten.

Man konnte es in diesem Zusammenhang fast ein historisches Versium-
nis nennen, dass man mit den Hilfsmitteln und Kenntnissen der Zeit vor 50
Jahren z. B, ohne weiteres Analogrecheneinrichtungen fiir die Ausgleichung

von grosseren Triangulationsnetzen hitte entwickeln konnen, mit denen die Auf-



16sung von Normalgleichungssystemen, die immerhin sehr hiufig unter gros-
sem Arbeitsaufwand durchgefiihrt, und wahrscheinlich noch hiufiger unter
Verzicht auf mogliche bessere Ergebnisse vermieden wurden, sehr viel we-
niger Schwierigkeiten geboten hitte.

In der folgenden Arbeit soll in zwangloser Folge liber einige Bezie-
hungen berichtet werden, die sich dem Verfasser, der im Laufe der letzten
Jahre am International Training Centre for Aerial Survey in Delft Gelegen-
heit hatte, Analogrecheneinrichtungen fiir verschiedene photogrammetrische
und geoditische Aufgaben zu entwickeln, ergaben.

Hierbei wurde die von J. M. Tienstra entwickelte mathematische For-
mulierung der Ausgleichsaufgaben und die von ihm dabei angewandte Schreib-
weise fiir weitere Ableitungen als besonders zweckmissig gefunden. Um dem
Leser, der mit der Tienstra'schen Ausgleichsrechnung noch nicht vertraut
ist, das Verstidndnis zu erleichtern, ist im Anhang eine kurze Einfiihrung in
diese Schreibweise, ihre wichtigsten Rechenregeln und eine Zusammenstel-

lung der Formeln fiir die Ausgleichsaufgaben gegeben.

2. Mechanische Interpretation der Formeln fiir Standard-
problem II (Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen)

in analogen elastischen Systemen.

Analogrecheneinrichtungen fiir Ausgleichsaufgaben miissen im wesent-
lichen zwei Bedingungen geniigen:
1. Stellen die Funktionen
p* =f (X*) [1]

die mathematischen Beziehungen zwischen den Gréssen p® und X des Aus-
gleichsproblems dar, und bezeichnet man mit a;’i die Differentialquotienten
dieser Funkoi(:ionen nach den X*

af = S5 2]
dann muss das mechanische System derart konstruiert sein, dass zwischen
Verinderungen dx”* der Grossen, die die Parameter x> reprisentieren, und
daraus resultierenden Verinderungen dP® der Grossen, die die p® repri-
sentieren, folgende Beziehung besteht:

dp® =af dx* [3]



2. Die mechanischen Grossen, die die p® reprisentieren, miissen elastisch
deformierbar sein und zwar derart, dass ihre Elastizitdtskoeffizienten pro-
portional dem Gewicht g, der Beobachtungen p® sind.

Die erste Bedingung wird wohl hiufig am leichtesten dadurch erfiillbar
sein, dass man das geometrische Problem mechanisch moglichst weitgehend
simuliert, doch ist dies nicht in allen Fillen unbedingt notwendig.

Da aus Griinden der Genauigkeit die Widerspriiche und damit die re-
sultierenden Verdnderungen der X% in einem grosseren Masstab als die p®
selbst eingefiihrt werden, muss beachtet werden, dass einerseits die Bezie-
hungen [3] und andererseits das Hook'sche Gesetz iiber den ganzen Bereich
der einzufiihrenden Veridnderungen Giiltigkeit haben.

Abweichungen von der vollstidndigen Strenge sind nur soweit zulissig,
als damit die Genauigkeit der Endresultate nicht wesentlich veréindert wird,
d.h. solange die Fehler zufolge einer Nichteinhaltung dieser Bedingungen we-
sentlich kleiner sind (z. B. 1/3) als die Fehler, die fiir die Endresultate zu-
folge der Beobachtungsungenauigkeiten selbst erwartet werden miissen.

Sind die obigen Bedingungen erfiillt, und bezeichnet man noch die ela-
stischen Forminderungen dP® der die Beobachtungen realisierenden mecha-
nischen Teile mit e* (Verbesserungen), dann erhilt man weiter folgende Be-
ziehungen:
gqa €* Die fiir eine elastische Forminderung notwendige Kraft
1/2 gao €* €* die fiir eine elastische Forminderung notwendige Energie

(Forméinderungsenergie)

£ die Widerspriiche: sie werden in das analoge elastische System
eingefiihrt, indem die Gréssen P® , ausgehend von der spannungs-
freien 0-Lage, um proportionale Betrige vergrossert bzw. ver-
kleinert werden .

e* = ao;i X™-f* Die Verbesserungsgleichungen sagen, ins Mechanische
iibersetzt, aus: Die elastischen Deformationen € der Grdssen
p“ stellen die Differenz zwischen den eingefiihrten Verinderungen
f* und den durch die Verinderungen der X* resultierenden Ver-
inderungen der p® dar.

GML X* = F» Die Normalgleichungen entsprechen, wie weiter gezeigt
werden soll, den Gleichgewichtsbedingungen (Elastizitdtsglei-
chungen) des analogen elastischen Systems.

Dazu sollen die beiden Seiten der Gleichungen vorerst getrennt

untersucht werden.




(Fiir die benutzten Formen siehe Anhang)

Grp XF =a% gap a{f X#, darin sind:

aﬁ X Die Wirkungskomponenten oder "Projektionen'" der X* auf die pﬂ
d.h. die Grosseninderungen der pﬁ zufolge der Verinderungen X"

8af aﬁ X" Kriifte (Spannungen), die zufolge der Grossenéinderungen der p'@
in den sie realisierenden mechanischen Teilen auftreten.

a% 8ap aﬁ X! wprojektionen" der eben genannten Kriftevektoren auf die x*
d.h. Kraftkomponenten in Richtung der Xk .
Beachtet man die Summationskonvention, so bedeutet dieser Aus-

A wirkenden Kraftkom-

ponenten, die zufolge aller Verinderungen b:dat aufgetreten sind.

druck bereits die Summe aller in Richtung X

Die andere Seite der Normalgleichungen ist:

F) =gup aj f’g und darin sind wieder:

8o fﬂ die Kréfte (Spannungen), die in den pﬁ zufolge der eingefiihrten Ver-
dnderungen (Widerspriiche) auftreten.

a;cf Bap fﬂ die "Projektionen" der Kriftevektoren 8o fﬂ auf die X™ oder,
unter Beachtung der Summationskonvention: die Summe aller in
Richtung X™ wirkenden Kraftkomponenten, die zufolge der einge-

fiihrten Verdnderungen £P aufgetreten sind.

Damit ist eine anschauliche Deutung der Normalgleichungen als Gleich-
gewichtsbedingungen fiir analoge elastische Systeme gewonnen: In jeder Grosse
X" muss die Summe der angreifenden Krifte, die zufolge der Verinderungen
aller X* aufgetreten sind, ident sein mit der Summe der angreifenden Krifte,

die zufolge aller (eingefiihrten) Verinderungen (fﬁ ) der Grossen pﬁ auftreten.

3. Ein Beispiel aus der Trilaterationsnetzausgleichung.

3.1 Zuerst allgemeine Behandlung als Standardproblem II (Ausgleichung ver-

mittelnder Beobachtungen): (Beziiglich der verwendeten Formeln siehe Anhang)



[$2]

|

Abb. 1

Man erhilt folgende Werte fiir die Rechnung:

Beobachtungen ”p”‘ ” =|[s" || Gewichte ”gaﬁu = | g4
s°|| der [
Ss Beob, g3

Parameter ” X)““ =ldx"’

dXZ
dy?

Damit werden die Fehlergleichungen e® = a$ X* - f¢%

e’ -a, -b, +a, +b, dx’ £’
et -a, -b, dy’ fe
e’] = |-a; -b, - lax?] - |2
e’ -a, -b, dy? £
e’ -a; -b, f°
worina; =cosy, undb; = sinvy; bedeutet,

und man erhilt schliesslich folgende Koeffizienten Gap und Konstanten F

der Normalgleichungen:



” G)\p": g1 ay a1'g11a1b1i-g11a4 a, |—g14 as b4 “Fx"= -a, guf'
+82222 az’+gzzaz b2 | | -a; goof?
+gs3a: as |+g35a3 by | | -ay gasf’
S S N
g as by| guby br|-giay by [-Bu b, b, b, g '
+8228, Do |+822 b by | | b, g2 f°
+gs3a 5 bs|+gs3bs bs| } -bs gssf®
-gu a4y 4y -gy 4y bi, Eu 2 a4 , By 24 by +a, gn f’
; ‘+gs+ a, a, +g.a, b, -a, g f*

| | +gs5a5 as |+g55 as bs -2y gss £°

—gu a, bil-gy b bl g a bsl g b by +b, gt
| | +g44 A, by | +g., b, b, -b, g f*

| .' +855 as bs! +8s5 bs bs -bs gss £°

3.2 Behandlung als Stabfachwerk:

Das der obigen Ausgleichsaufgabe dquivalente mechanische Problem
kann man folgendermassen stellen:

Ausgehend von einer ungespannten Nullage werden die einzelnen Stibe
um Betrige verlidngert bzw. verkiirzt, die den Widerspriichen f % proportional
sind.

Dadurch wird das Stabfachwerk elastischen Deformationen unterworfen:
Einerseits werden die freien Knotenpunkte (1 und 2) gewisse Verschiebungen

erfahren, andererseits werden auch die Stidbe selbst elastische Deformationen
erleiden.

Der Gleichgewichtszustand, den ein solches System einnehmen wird,

ist dadurch gekennzeichnet, dass die Summe der in jedem Knotenpunkt wirken-
den Kréfte zu Null wird.

Die Lingeniinderungen der Stdbe bei eingetretenem Gleichgewicht er-
rechnen sich aus:

ds* =% + (dXX - dX’ ) cosve + (d¥X - dY ') siny,
=-f% + (@x* -dx' ya, +(@yX-dy') ba

Die demzufolge auftretenden Spannungen werden:
o a
pe = B o 8 g
L E* 8¢
bzw. wenn man fiir die mech. Konstanten g — = Bua setzt.



P% =gy . ds
Die Komponenten dieser Krifte in den Richtungen der Koordinatenachsen sind:
P;L =ag . Boo - ds*

P}‘," =bg . Ege - d8®
Die Gleichgewichtsbedingung verlangt, dass in jedem Knotenpunkt die Summe

der dort wirkenden Krifte zu Null werden muss.

SPY =0
(l;i x
a.gp;‘ =0

Substituiert man nun, so wird
,§ Aq - Baa . ds® =0
mf: by - Baa- d8% =0
und, nach Multiplikation und Neuordnung:
;:( “Bua - 8gag . X' - ggalq bg AY' +Bqqdq Bg dX"
" 4gga.aq .bg .dYF )= g.gaa.aa £
( -Baa 3q - bo . dX' -ggababg . dY' +gqqaq by dX¥
+€qaba bg . dY¥ ) = a%]':gaa. by . £°
Setzt man in diese allgemeinen Beziehungen die Werte des obigen Beispieles

Ma

a=

ein, so erhilt man fiir die beiden freien Knotenpunkte 1 und 2 je ein Paarder-
artiger Gleichungen. Ein Vergleich mit den Matrizen der Normalgleichungs-
koeffizienten und Konstanten zeigt unmittelbar die Identitit der beiden Glei-

chungssysteme.

4, Die Bedeutung der Kofaktoren in analogen elastischen

Systemen.

In Abschnitt 2 wurde gezeigt, dass der Ausdruck G, u XH* die Sum-
me aller in Richtung der Grosse X ™ wirkenden Krifte, zufolge der Veridnde-
rungen X* darstellen.

Lisst man nun in X' eine Kraft P’ von aussen angreifen, dann wird
das System einen Gleichgewichtszustand einnehmen, wenn das folgende Glei-

chungssystem erfiillt ist:




Gy XF = 0

GZ/—L X/J =

Gy X¢ = P [4]
Gn,lu, X = 0

Lost man dieses Gleichungssystem nach den X* auf, so erhilt man
diejenigen Veridnderungen X* , die durch die von aussen wirkende Kraft p!
im elastischen System hervorgerufen wurde.

Wihlt man insbesondere die Kraft P! als Einheitskraft, und lidsst sie
der Reihe nach in simtlichen X angreifen, so erhilt man jedesmal als Lo-
sung des Gleichungssystems [4 | eine Gruppe X# , die, wie leicht einzusehen
ist, ident mit den Werten GH# , d.h. mit den Werten der i-ten Zeile der zu
den G),, inversen Matrix GM* ist. Diese Werte sind aber bekanntlich die Ko-
faktoren der X .

XM, Xt =g
Damit ist also bewiesen, dass die elastischen Forménderungen der Grossen
X* unter Einwirkung einer Einheitskraft in X» den Kofaktoren X* , X*
proportional sind.

Wie natiirlich zu erwarten ist, reichen die Analogien in vielen Be-
ziehungen weiter. Es kann z. B. auch gezeigt werden, dass die Verinderun-
gen der P® bei Einwirkung von Einheitskriften auf die X* den Kofaktoren
zwischen diesen Grossen, also den X% , P> proportional sind.

Aus der Ausgleichsrechnung erhidlt man folgende Beziehungen:

xM , P = x* , pu‘ +e® = X}’, pa‘ +X}", e
= x*, p%¥ +x*, af XM -£¢
=x", p? +x~, ad X8 - %, £
da die f% als stochatischen Anteil nur die po‘\ enthalten, ist
x*, % = x>, p

und damit wird schliesslich

x*, ¥ = xM, 2l XM = afl XM, XM = 2% . g™ (5]
Fiir das analoge mechanische System kann man die Verdnderungen
der p® zufolge einer Verinderung X' aus der Beziehung
aly) _ o Nli
dp¥ = af XM
erhalten, wobei die x™Mdie Verinderungen der x> zufolge der Einwirkungen

einer Einheitskraft auf X6 darstellen.



Man erhilt also tatséichlich: Die Verinderungen der P ¢ zufolge der
Einwirkung einer Einheitskraft auf X sind den Kofaktoren zwischen diesen
Grossen, den X)” , P® proportional.

Die zuletzt gefundene Beziehung ist auch umkehrbar: Nicht nur die
Deformationen der P * unter Einwirkung von Einheitskriften in X A , sondern
auch die Deformationen der X* unter Einwirkung von Einheitskréften in den
P“ sind den Kofaktoren zwischen diesen Grossen, den x* , P o proportio-
nal.

In den Grossen F, = a% gap P wurde der Ausdruck gap £/ als die
in Richtung P? wirkende Kraft zufolge der Deformation £h interpretiert.

Soll jedoch in Richtung P? nur eine Einheitskraft wirksam sein, dann muss
Sop £/ = 1 und damit F, =a} werden.
Setzt man diese Werte in die Normalgleichungen (Elastizitdtsgleichun-

gen) ein, so erhilt man

G AL X'u = a(}t
und, wenn man nach X" auflsst
Xt =al gM=xt p° (6]

‘ Die eben abgeleiteten Beziehungen lassen den Schluss zu, dass allge-
mein gilt:

In einem analogen elastischen System ist die Verdnderung einer Gros-
se unter Einwirkung einer Einheitskraft in einer anderen Grosse proportional
dem Kofaktor zwischen diesen beiden Grossen.

Aus dem eben Gefundenen, zusammen mit dem Superpositionsgesetz,
konnte eine weitere Beziehung abgeleitet werden, die man aber auch durch
zweckmissige Umwandlungen der Ausgleichsformeln erhilt:

Die Beziehung

X" = gM | F,
kann man folgendermassen in Worten ausdriicken: Man erhilt die Verschie-
bungen X" , wenn man die Summen der in allen X wirkenden Krifte mit der
Kofaktorenmatrix X* , X* multipliziert.
Wandelt man den obigen Ausdruck folgendermassen um:
Xt =gM | F,

=GL‘LL . gaﬁ . a% . fﬁ
=ay . GM gy . £’
=xt, P* .gg .tF [7]

so kann man die erhaltenen Beziehungen [ 7] wieder in Worten ausdriicken:

man erhilt die Verschiebungen X** ebenfalls, wenn man die in den P wirk-
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samen Krifte mit der Kofaktorenmatrix X* , pP multipliziert.

Eine gleichartige Beziehung ldsst sich auch fiir das Standardproblem I
nachweisen (Ausgleichung bedingter Beobachtungen: siehe Anhang): Die Ver-
besserungen sind

- Gof e
e g up K‘7
substituiert man fiir die Korrelaten
- T
K, = Gyr t
so wird weiter
e =g%f, ufy . Gor . t®
Berechnet man nun andererseits die Kofaktoren zwischen den e* und t*
e, t¥ =g" uf Gpr t¥, t*
= gocﬁ u% Ggr G"cr‘
(bekanntlich sind die t¥ , t* ident mit den G*¥') so erhilt man, da die

Grossen Ggp und G zueinander invers sind, weiter:

o, T =g u o)
Setzt man diese Beziehung in [ 8] ein, so wird sie zu
e =e® , tf Gy t° [10]

Da die G?* ident mit den Kofaktoren der t¢ sind, miissen die zu ihnen inver-
sen GQr den Gewichten der t¢ entsprechen.

Man kann also die Beziehung [10] wieder folgendermassen in Worten
ausdriicken: Man erhiilt die Grossen e® , wenn man die mit ihren Gewichten
GE'T multiplizierten Widerspriiche t* mit den Kofaktoren zwischen den e®
und t? multipliziert.

Man darf also annehmen, dass ganz allgemein zwischen zwei Gruppen von
stochastischen Gréssen X und Y! folgender Zusammenhang besteht:

XL =x', YV, g, Y™
worin X' , Y! die Kofaktoren zwischen den XL und Y! , und die gy, die
Gewichte der Y' bedeuten.

Diese Beziehung hat im Hinblick auf analoge elastische Systeme in-
soferne praktische Bedeutung, als man fiir bestimmte hiufig zu wiederho-
lende Ausgleichsaufgaben die Kofaktoren X i y Y t

mit eine formelle Losung der Ausgleichsaufgabe erzielt hitte.

"messen'" konnte und da-

Allerdings muss es sich bei den Y! um unkorrelierte Gréssen han-

deln, da sonst ihre Gewichtsmatrix nicht bekannt wire.
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5. Einige Ausgleichsprobleme und ihnen entsprechende

Analogrecheneinrichtungen.

In diesem Abschnitt sollen zur Illustration des Vorhergehenden eini-
ge geoditische und photogrammetrische Ausgleichsprobleme und die hierfiir

vom Verfasser entwickelten Analogrecheneinrichtungen beschrieben werden.

5.1 Vielfache Anfelderung.

Die z. B. bei der Blockausgleichung von Aerotriangulation anwendba-
re Aufgabe kann folgendermassen definiert werden:

Ein Gebiet ist durch einen ungefihr quadratischen Punktraster in Sek-
tionen geteilt. Die Koordinaten der vier Eckpunkte jeder Sektion (Bindepunk-
te) sowie eventuell in ihr vorhandene terrestrisch gegebene Punkte sind durch
irgendeine Messmethode in jeder Sektion unabhingig bestimmt worden.

Durch lineare Ahnlichkeitstransformationen sind simtliche Sektionen
ndherungsweise in ein einheitliches Koordinatensystem gebracht, wobei je-
doch zufolge der unvermeidlichen Bestimmungsfehler der Koordinaten Wider-
spriiche zwischen den einander entsprechenden Punkten einerseits und zwi-
schen den gemessenen und den Sollwerten der gegebenen terrestrischen Punk-
te andererseits librigbleiben.

Durch die Ausgleichung soll nun jede Sektion einer weiteren differen-
tiellen Ahnlichkeitstransformation unterworfen werden mit dem Ziel, dass
diese eben genannten Widerspriiche bestmoglichst zum Verschwinden gebracht

werden.

A

_/’WL

N W
Abb. 2

Die Parameter X der Ausgleichsaufgabe setzen sich zusammen:
1. Aus je vier Transformationsparametern fiir jede Sektion (ds, dr, Cyr cy)
(das sind Masstabsinderung, Verdrehung und Verschiebungen in X~und
Y-Richtung)
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2. aus Verbesserungen zu den vorldufigen gemittelten Koordinaten der Bin-
depunkte (Sektionseckpunkte) dX{;‘ , dY(‘; .
Die verbesserungsbediirftigen Beobachtungen p* sind die in jeder Sektion ge-
messenen Koordinaten der Sektionseckpunkte und der gegebenen terrestrischen
Punkte. X5 , Y} (Punkt i in Sektion p)
Die Verbesserungsgleichungen lauten in klassischer Schreibweise fiir die Bin-
depunkte:
vx;' =AXé .dsp —AY,? L drp + Cx - dx§ - wXR*'
vy; =AYp . dsp+AXp . drp + Cy - dX, - wyp‘
und fiir die gegebenen terrestrischen Punkte

Vx; = AXP dSp AYP drp + CXP - WX’;:

worm bedeutet
pr s vy p , Verbesserungen der Koordinaten des Punktes i in der Sektion p.
A X,p AY,, Koordinaten des Punktes i im lokalen Koordinatensystem der

Sektion p, auf das die Transformationsparameter bezogen sind.

de, , dyé Verbesserungen der vorldufigen Werte der gemittelten Koordi-
naten der Sektionseckpunkte (Parameter)

wxpi , wy/:: Widerspriiche.

Ohne nun auf die mathematische Behandlung der Aufgabe, die keinerlei theo-

retische Schwierigkeiten bietet, weiter einzugehen, soll schematisch eine me-

chanische Realisierung gezeigt werden.

4 elastisch gebundene Bolzen

auf Parallel fihrungseinrichtung
Schlitzschablone
(vergleich Abb. 4)
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Die einzelnen Sektionen werden mechanisch durch je ein Paar von
Schlitzschablonen dargestellt (Abb. 4). In den Schnittpunkten einander ent-
sprechender Schlitze werden Bolzen gefiihrt, die damit gezwungen sind, re-

lativ zueinander in einer geometrisch &hnlichen Lage zu verbleiben.

Abb. 4

Doch kann natlirlich das Punktsystem einer Sektion durch Einwirkung dusse-
rer Krifte auf diese Bolzen Verschiebungen (cx, cy), Verdrehungen (dr) und
Masstabsénderungen (ds) unterworfen werden.

Die Koordinaten der Bindepunkte werden durch Bolzen realisiert, die
einzeln auf ihren Unterlagen durch eine Art Spiralfeder elastisch gebunden
sind, Je vier derartiger elastisch gebundener Bolzen sind auf einer gemein-
samen Unterlage fixiert und kdnnen mittels einer Parallelfiihrungseinrichtung
zusammen mit dieser Unterlage parallel zu sich verschoben werden. Diese
freie Verschiebbarkeit entspricht den Parametern dXé , dYé .

In der Ausgangslage des Gesamtverbandes (ungespannte Nullage) sind
die vier Bolzen in der Form eines Quadrates angeordnet.

Die terrestrisch gegebenen Punkte schliesslich sind ebenfalls durch
elastisch gebundene Bolzen iliber ihrer kartierten Lage realisiert.

Zur Losung der Ausgleichsaufgabe werden die numerisch errechneten
Widerspriiche wxpi , wy; auf folgende Art in den mechanischen Verband ein-
gefiihrt:

Die Widerspriiche in den terrestrisch gegebenen Punkten durch Ver-
schiebung der entsprechenden elastisch gebundenen Bolzen auf der Unterlage
(Abb. 5a).

Die Widerspriiche in den Sektionseckpunkten (Bindepunkten) durch Ver-
schiebung der elastisch gebundenen Bolzen relativ zueinander auf ihrer frei

verschiebbaren gemeinsamen Unterlage (Abb. 5b).
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Abb.5b

Fiir diese Verschiebungen wird ein wesentlich grosserer Masstab als
fiir die Schlitzschablonen gewihlt.
Durch die in den Nullverband eingefiihrten Veridnderungen beginnen im elasti-
schen System Krifte zu wirken, die einerseits in Veridnderungen der Freiheits—
grade (Transformationsparameter der Sektionen und Verschiebungen der die
Bolzen der Sektionseckpunkte tragenden gemeinsamen Unterlagen), anderer-
seits in Forménderungen der elastisch gebundenen Bolzen resultieren.
Diese letzteren entsprechen den Verbesserungen der Beobachtungen Vx; , V)’;f .
Nimmt das Gesamtsystem einen Gleichgewichtszustand ein, so ist, entspre-
chend dem in den vorigen Abschnitten Gesagten, das gewlinschte Ausgleichungs-

ziel erreicht.

5.2 Ausgleichung von Trilaterationsnetzen.

Diese Aufgabe ist mechanisch ziemlich direkt zu simulieren. Die Punk-
te des Netzes werden durch Bolzen realisiert, wobei die koordinatenméssig be-
kannten Punkte iiber ihrer kartierten Lage fixiert, die neu zu bestimmenden
Punkte dagegen frei verschiebbar bleiben.

Die gemessenen Strecken werden durch Vorrichtungen dargestellt, in de-
nen der eine Streckenendpunkt an einem Stahlstab fixiert, der andere Strecken-
endpunkt jedoch durch Federn elastisch festgehalten wird, sodass er unter Kraft-

einwirkung in der Stabrichtung verschiebbar ist.

— = it e
[ S+ W .M, —4

Abb. 6
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Man bestimmt die ungespannte Nullage des mechanischen Systems in-
dem man in die Streckenstibe die gemessenen Distanzen (s) im Kartiermass-
stab (m,) einfiihrt. In diesem Masstab sind die auszugleichenden Messfehler
der Strecken nicht fiihlbar,

Die Lage der Neupunktsbolzen wird markiert. Nun werden die in den
Streckenstiben eingeflihrten Distanzen um Betrﬁge verlidngert bzw. verkiirzt,
die den errechneten Widerspriichen (w¢) in einem stark vergrosserten Mass-

stab proportional sind ( wg m, ).

Abb.7 (vergleich Abb.1)

Auf Grund der damit wirksam werdenden Krifte werden die Bolzen, die den
Neupunkten entsprechen, gewisse Verschiebungen erfahren. Nimmt das Sy-
stem einen Gleichgewichtszustand ein, dann entsprechen diese Verschiebun-
gen den gesuchten Parametern (ist gleich Verbesserungen der vorldufigen
Koordinaten der Neupunkte) und zwar in demselben vergrosserten Masstab,
in dem die Widerspriiche eingefiihrt wurden.

Die (ungespannte) Nullage eines solchen analogen Systems eignet
sich auch besonders gut fiir die direkte mechanische Messung der Kofakto-
ren bzw. der Bestimmungsstiicke der Fehlerellipsen fiir die neu zu bestim-
menden Punkte. Damit bietet eine solche Einrichtung nicht nur Vorteile bei

der Netzberechnung, sondern bereits bei der Netzplanung .*

Eine ausfiihrlichere Beschreibung dieser vom Verfasser entwickelten Ana-
logrecheneinrichtung fiir Trilaterationsnetzberechnungen sowie der Arbeits-
methode und Erfahrungen mit ihr wird in einem weiteren Aufsatz erfolgen.
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5.3 Ausgleichung von Differenzen zwischen ersten Summationen von Beobach-

tungen und Absolutmessungen dieser Werte mit geringerer Genauigkeit.

Diese in allgemeiner Form beschriebene Ausgleichsaufgabe tritt bei
einer Reihe von geoditischen bzw. photogrammetrischen Problemen’ auf:

1. Wenn bei einem Polygonzug die Brechungswinkel aufeinanderfolgender
Seiten und gleichzeitig auch die magnetischen Azimute dieser Seiten ge-
messen werden.

2. Wenn bei photogrammetrischer Aerotriangulation die durch fortlau-
fenden Folgebildanschluss erhaltenen Werte der Kammerneigungen <,0i
und w'mit den aus Hilfsgeridten (Horizontkammern, Gyroskop, Solar-
periskop etc) erhaltenen Werte dieser Grossen verglichen werden sollen.
3. Wenn die durch Aerotriangulationen bestimmten Werte Z i (Abstand
der Nadirpunkte von den entsprechenden Projektionszentren) mit den
entsprechenden aus Radaraltimetern erhaltenen Werte verglichen wer-
den. (Durch diese Grossen wird der Modellmasstab kontrolliert)

Alle diese Aufgaben haben einige gemeinsame wesentliche Charakteristiken:
1. Die Relativmessungen haben eine wesentlich héhere Genauigkeit als
die Absolutmessungen.

2. Durch die Summation der Fehler der Relativmessungen wird die ab-
solute Genauigkeit jedoch rasch verringert.

3. In der Praxis verwendet man bis jetzt im allgemeinen bei allen die-
sen Aufgaben (aus Scheu vor der sonst notwendigen Ausgleichung) nur
eine der beiden Beobachtungsgruppen.

4, Eine gleichzeitige Verwendung beider Beobachtungsgruppen unter
Ausgleichung der Widerspriiche wiirde jedoch zu sehr viel besseren Re-
sultaten fithren, da sowohl die hohe Relativgenauigkeit der ersten Grup-
pe, als auch die bessere Absolutgenauigkeit der zweiten Gruppe erhal-
ten oder sogar noch gesteigert wiirde.

Zur Verfiigung steht eine graphische Ausgleichungsmethode, bei der
die Differenzen zwischen den absolut gemessenen Werten und den entspre-
chenden Summationen der relativen Messungen graphisch aufgetragen wer-
den, und dann versucht wird, durch diese Werte hindurch eine ausgleichen-
de Kurve zu legen.

Eine dem gleichen Problem analoge mechanische Recheneinrichtung

wiirde schematisch folgendermassen aussehen:
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Die auf der Schiene A verschiebbaren Einheiten (1) korrespondieren
mit den Parametern X* . Sie sind jeweils mit den beiden Nachbareinheiten
durch einen elastischen Stab (2) verbunden. Ausserdem sind die auf der
Schiene B gleitenden Einheiten (3) durch Klemmen zu fixieren. Die aufdie-
sen Einheiten (3) elastisch gebundenen Bolzen kénnen ebenfalls mit den Ein-
heiten (1) verbunden werden.

In der Ausgangslage werden die Einheiten (3) derart fixiert, dass
simtliche Federn ungespannt sind.

Fiir die Ausgleichung werden die Einheiten (3) um Betrige verscho-
ben und wieder fixiert, die den Widerspriichen zwischen den absolut gemes-
senen Werten und den entsprechenden Summationen der Relativmessungen
proportional sind.

Wenn die Elastizitdtsfaktoren (Federnkonstanten) der in den elasti-
schen Stidben (2) und den Einheiten (3) verwendeten Federn proportional den
Gewichten der Relativ-und Absolutmessungen sind, entspricht der Gleich-
gewichtszustand des elastischen Systems der gesuchten Ausgleichung, und
die Verschiebungen der Einheiten (1) aus ihrer Position in der Ausgangsla-

ge den Verbesserungen der vorldufigen Werte der Parameter.

5.4 Ausgleichung von Differenzen zwischen zweiten Summationen von Be-
obachtungen und Absolutmessungen dieser Werte mit geringerer Ge-

nauigkeit.

Auch diese Ausgleichsaufgabe tritt bei einer Reihe von photogram-
mnetrischen Problemen auf.
1. Bei der Ausgleichung von den durch Aerotriangulation erhaltenen
bz-Werten und den ihnen entsprechenden Statoskopablesungen.
2. Bei der Ausgleichung von den durch Aerotriangulation erhaltenen
Koordinaten der Aufnahmestationen und den ihnen entsprechenden

Shoran-Koordinaten.
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Bei diesen Aufgaben gelten die im vorigen Abschnitt beschriebenen
Charakteristiken in noch stirkerem Masse.
Fiir die Ausgleichung kann folgende mechanische Einrichtung verwen-

det werden:

1! 1 1 () 1 I 1) g

Abb. 9

Eine Anzahl starrer Stabstlicke ist durch elastische Gelenke miteinander
verbunden und zwar derart, dass der Gesamtstab im Ruhezustand eine Ge-
rade bildet.

Denkt man sich nun die Verbesserung einer Relativbeobachtung p®
durch die seitliche Ausbiegung: eines Stabes gegeniiber seinem vorherge-
henden realisiert, d.h. also durch eine elastische Deformation des die bei-

den aufeinanderfolgenden Stabstlicke verbindenden elastischen Gelenkes,

b _Ael

—

b =7 dy; el = b.dv

Abb. 10

dann stellt die seitliche Ausbiegung u’ des Gesamtstabes am (i+1)-ten

Gelenk die zweite Summe aller Werte ei dar.
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Abb. 11

Die Widerspriiche £%, die zwischen den zweiten Summen der Rela-
tivmessungen und den ihnen entsprechenden Absolutbeobachtungen bestehen,
werden dadurch realisiert, dass man elastisch gebundene Fiihrungen um

proportionale Betrige quer zur Stabachse versetzt, fixiert.
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Abb. 12

Spannt man dann den elastischen Gesamtstab in diese Fiihrungen ein, so ent-
sprechen die in einem Gleichgewichtszustand erhaltenen Querverschiebungen
der Gelenkspunkte den gesuchten Parametern x> , d.h. den Verbesserungen
der vorldufigen Werte der zweiten Summationen der Relativbeobachtungen.
Unter der Voraussetzung natiirlich, dass die elastischen Widerstiinde erstens
gegen eine Verbiegung aufeinanderfolgender Stabstiicke (Deformation der
elastischen Gelenke) und zweitens gegen eine Verschiebung der elastisch ge-
bundenen Fiihrungen den Gewichten der Relativ-und Absolutmessungen pro-
portional sind.

Fiir praktische Ausgleichsaufgaben kann die Vorrichtung insoferne
vereinfacht werden, als an Stelle des beschriebenen elastischen Stabes, (be-
stehend aus einer Anzahl starrer Stabstiicke, die durch elastische Gelenke
miteinander verbunden sind) ein kontinuierlich elastischer Stab verwendet

wird. ‘

=

Abb. 13

Ein solcher elastischer Stab wird unter Einfluss der Querkréfte in Form

einer glatten Kurve deformiert, wobei die Sehnen zwischen den den Beob~-
achtungen entsprechenden Punkten die Rolle der Stabstlicke, und das Inte-
gral iiber die differentiellen Winkeldeformationen die Rolle der Abbiegun-

gen in den elastischen Gelenken iibernehmen.
i+1

dVL =/5v
i-f

Eine weitere vom Verfasser entwickelte Analogrecheneinrichtung fiir die
Hohenblockausgleichung von Aerotriangulationsstreifen ist in Photogram-
metria 1957/58, Heft 4, beschrieben
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6. Die Fehlerellipse.

Bei manchen Ausgleichsproblemen, in denen die Parameter Punkt-
koordinaten darstellen, ist der Praktiker fiir die Bewertung der Ergebnisse
nicht so sehr an der Kenntnis der Kofaktoren sondern mehr an den Bestim-
mungsstiicken der Fehlerellipsen interessiert.

Diese Bestimmungsstiicke konnen nach bekannten Formeln (2) aus den

Kofaktoren errechnet werden,

2 . GY +GXX 4K 2 G +GFK K
A - 2 B =7

k =\(Gi +G*< ¢ + 4G
es wire natlirlich einfacher, wenn sie anstelle dessen wie die Kofaktoren
direkt mechanisch bestimmbar wiren.
Dass dies tatsdchlich moglich ist, 1dsst sich auf Grund einiger ein-
facher Ueberlegungen leicht nachweisen:
Bekanntlich ist die Fehlerellipse invariant gegen Koordinatentrans-

formationen.
Xk

\< 3
o

'
/ \

Abb. 14

Denkt man sich also fiir eine bestehende Fehlerellipse ein neues Koor-
dinatensystem Y' , Y™ derart gelegt, dass die Koordinatenachsen mit den
Hauptachsenrichtungen der Fehlerellipse zusammenfallen und ldsst nun eine
Einheitskraft in Richtung von Y' wirken, so erhilt man als resultierende Ver-
schiebung den Kofaktor Yt, Y L,
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Da bei einer derartigen Wahl des Koordinatensystems zwischen Yl
und Y™ keine Korrelation besteht, d.h. y! , Y™ =0, entspricht die re-
sultierende Verschiebung v s Y! direkt dem Quadrat der einen Hauptach-
se. Das gleiche gilt auch fiir die zweite Hauptachse.

Zur Bestimmung der Fehlerellipse ist es also nur notwendig, eine
Einheitskraft in allen Richtungen wirken zu lassen. Die resultierenden Ver-
schiebungsvektoren entsprechen dann den Quadraten der. Hauptachsen der

Fehlerellipse, wenn sie entweder ein Maximum oder ein Minimum werden.

Anhang:
Zusammenstellung von Formeln und Rechenregeln fiir die

Ausgleichsrechnung nach J. M. Tienstra.

Zur Anschreibung der Rechenformeln und fiir theoretische Ableitun-
gen wird mit Vorteil die Indexschreibweise (Ricci-notation) angewendet, die,
der Matrizenschreibweise sehr nahe verwandt, dieser gegeniiber aber den
Vorteil hat, dass die Reihung von Faktoren ohne Einfluss ist und Ueberlegun-
gen beziiglich des jeweiligen Ranges von Matrizen wegfallen.

Die hierbei angewandte Summationskonvention ist eine Uebereinkunft,
der zufolge in Ausdriicken, in denen irgend ein Index bei einem Faktor unten,
bei einem zweiten Faktor oben vorkommt, iiber diesen Index zu summieren
ist. Z.B.:

Y' = af xK k=1...3

Y = al x' +al ¥ +al x°
Der Rang eines Index ist die Zahlenfolge, die er durchlaufen kann. Ahnliche
Indices sind solche, die den gleichen Rang haben. Sie konnen unter Beachtung

bestimmter Regeln untereinander ausgetauscht werden.
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Allgemeines Kofaktoren-Fortpflanzungsgesetz:

Bestehen zwischen zwei Gruppen von stochastischen Grossen Yi’ und
x! die allgemeinen linearen (oder linearisierten) Beziehungen
i _ i 4
Y =a; X
und sind die Xl , X™ die Kofaktoren der x! , so erhdlt man die Kofaktoren
der Y' aus

vi, v/ =alalxt, x™

Standardproblem I: Ausgleichung bedingter Beobachtun-

gen.
p® Beobachtungen
e® Verbesserungen der Beobachtungen
pa "Verbesserte Beobachtungen
g ap Kofaktoren der p
8 ap Gewichte der p
ugP ¢ - ug } Bedingungsgleichungen
uf.e®=t?
t 0= ug - ug . pOL Widerspriiche
K 0 Korrelaten
GPor, KQ =t° Normalgleichungen, wobei
GPT= ug ulf : gOLﬂ Losung der Normalgleichungen
Ko =Gpr. t*
e %= gaﬁ. ué) . KQ Verbesserungsgleichungen
dazu wurden von Tienstra nachfolgende Beziehungen abgeleitet:
t &t T=-gor Kofaktoren der Widerspriiche
K 01 K; =Gpy Kofaktoren der Korrelaten

e e o o guﬂup gdﬁlug: . GQQ'Kofaktoren der Verbesserungen

3

pPY, pe = p%, p% -e%, e® Kofaktoren der verb. Beobachtungen.
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Standardproblem II: Ausgleichung vermittelnder Beob-

achtungen

pa ’ eCL ’ Pa ) ga/f’ ga]@
X?x

P“ =al X" +af

.e“ =af X - f¢
% =p® - ag
.Gy, X* = B,
Gy = Bup B - aﬁ
Fy =8 ad , 4

© _ i
XP =GRy

XM X! = gt

Literatur:

wie in Standardproblem I

Parameter (bzw. Verbesserungen zu den
vorldufigen Werten der Parameter)

Vorgegebene Beziehungen zwischen ausge-
glichenen Beobachtungen und gesuchten
Parametern

Verbesserungsgleichungen

Normalgleichungen, wobei

Losung der Normalgleichungen

Kofaktoren der Parameter
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Zusammenfassung

Nach einer Darstellung der grundsétzlichen Bedingungen, denen zu
Ausgleichsaufgaben analoge elastische Systeme genligen miissen, wird eine
mechanische Deutung der Formeln und Grossen von Standardproblem II ge-
geben.

Weiter wird bewiesen, dass in analogen elastischen Systemen die
elastischen Forméinderungen einer '"Grésse" unter Einwirkung einer Einheits-—
kraft auf eine andere "Griosse" den entsprechenden Kofaktoren der Ausgleichs-
rechnung proportional sind.

Kofaktoren und damit auch die Bestimmungsstiicke von Fehlerellipsen
konnen in analogen mechanischen Systemen also direkt ""gemessen'" werden.

Fiir eine Reihe von geoditischen und photogrammetrischen Ausgleichs-
aufgaben werden vom Verfasser entwickelte Analogrecheneinrichtungen sche-

matisch beschrieben.

Summary

After representation of those conditions which elastic systems - ana-
logous to adjustment problems - have to satisfy, a mechanical interpretation
of the formulae and expressions of standardproblem II is given.

Further it is shown that in analogue elastic systems the elastic defor-
mation of a "variable", caused by a unit force which operates another _"variab—
le" is proportional to the corresponding cofactor in the adjustment problem.

Cofactors and consequently the parameters of the error ellipses may,
therefore in analogue elastic systems be '""measured" directly.

A number of analogue computers which the author has developed for
some geodetic and photogrammetric adjustment problems, are described

schematically.
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