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Entwicklung von Formeln
zur praktischen Anwendung der flichentreuen Abbiloung kleiner Bereiche
des Rotationsellipsoiés in die Ebene.

Von F., Hauer, Wien.

Ebenso wie jene nahezu winkeltreuen Abbildungen kleiner Bereiche
des Rotationsellipsoids in die Ebene, von denen die Gaussische Meridianstreiji-
fenprojektion die bekannteste ist, dem Geoddten ein vorzligliches Hilfspmittel
bei der Verarbeitung seiner Triangulatibnen bjeten, sollen die fast fldchen=-
treuen Abbildungen kleiner Bereiche des Rotationsellipsoide allen jenen, die
an dquivalenten Projektionen groBeren MaBstabes interessiert sind, fiur lhre
Zwecke wertvoll sein., Die allgemeinen Abbildungsgleichungen dieser Projekti-
onssysteme geringster Streckenverzerrung sowie Formeln fiir die Untersuchung
der bei diesen Abbildungen auftretenden Verzerrungen wurden in zwei vorange-
henden Abhandlungen 1 entwickelt, BDa es jedoch wahrscheinlich ist, oaB man-
chem Interessenten diese Abhandlungen nicht mehr  oder nur schwer zugdnglich
sind, sollen im Nachfolgenden die Gedankengdnge bei den allgemeinen Entwick-
lungen filir diese Abbilaungen nochmals kurz zusammengefalt werden, bevor auf
den eigentlichen Zweck diecer Arbeit eingegangen wiru, nadwmlich auf aie Her=
leitung von Formeln der flidchentreuen Abbildungen kleiner Bereiche des Rota-
tionsellipsoids fiir den Gebrauch in der Praxis.

l. Die aligemeinen Abblldungsgleichungen.

Die Abbildung von Teilen des Erdellipsoids in die Ebene soll so
erfolgen, daB, abgesehen vom haBstab der iAbbiluung, aie FldchenmaBe moglichst
unverdndert in die Ebene iibertragen werden. Die Abbiloung muB also nicht
streng fldchentreu erfolgen;'es wird vielmehr ausreichen, wenn die fldchen=
verzerrung so klein ist, daB sie bei der praktischen Anwendung der kKaxte
vernachldssigt werden kann. Die Forderung nach moglichster Kkldchentreue hat
aber, da ein Rotationsellipsoid in die Bbene nicht verbiegbar ist, Strecken=-
und Winkelverzerrungen im Gefolge. Aber auch diese Verzerrungen sollen mdg-
lichst klein gehalten werden und im Gesamtbereiche der karte ein gewisses
Ausmal nicht #tberschreiten, I'iese letztere Forderung ist natiirlich nur dann
erfitllbar, wenn der abzubildende Bereich selbst gewisse Grenzen nicht iiber-
schreitet. Es wiro sich also um die Herleitung aphylaktischer Abbildungen
handeln, die nahezu fldchentreu sind und bei denen auch oie winkel- und
Stredkenverzerrungen durch Stellung entsprechender lForderungen an ale Ab-
bildungen innerhalb zuldssiger Ausmalle bleiben.

In Innern des abzubildenaen Bereiches am kotetionsellipsoid werde
ein Zentralpunkf Z gewdhlt; der Meridfan aurxch ihn sei der mittelmeridian,

l)Zeltschr.f.Vermessunng., 70.Jgg. $.194=215, 1941z F. Hauer, ildchentreue
Abbildung kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in die kbene durch Systeme
geringster Streckenverzerrung; ebenda, 72.Jgg8. &.179-189, 1943z K. Hauer,
Entwicklung der fldachbrtreuen Abbildung kleiner Beresiche aes Rotationsellip-
soids in die Ebene bis einschlieBlich Glieder 4. Oranung.




aer Parallelkreis uurch ihn der lKittelparallel des abzubildenden Bereiches.
In der Karte soll dem Zentralpunkte Z am Ellipsoia der Ursprung O eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems entsprechen. Die Orainatenachse soll die
Tangente an das Bila des Wittelweriaoians im Zentralpunkte, ole Abszicsen=
achse die Normele zur Ordinatenachse im Ursprung sein,

Es soll.q7aie geographische Breite aes abzubilaenden Punktes @ am
Ellipeoid, A seine vom Mittelmeriaian aus positiv nach Wwest hin zu zdhlende
geographiscbe liinge bedeuten; x una y selen die Koordinaten aes Bildpunktes
¢' in der Ebene, wobei y pusitiv gegen Nord und x positiv gegen West hin ge=
2dhlt werden soll; weiters werde mit w die ldnge aes meriaienbogens am Elljpe
soid zwischen den Breiten () und (¥, der Punkte g una 4, wit p die Lénge des
Mittelparallels zwischen dem Mittelmeridian una dem nleridian der linge A be-
zelchnet; m soll positiv gegen Nora, p positiv nuch West hin geszahlt weruen,
beide ausgedriickt in Einheiten ves Aquatorradiue a am Kotationsellipsoia;
schlieBlich sollen der keihe nach n,0,M Hoy Qo N, aer Parvilelsreisrsai-
us, der Kriimmungsradivs der Meriaianellirse uno der yuerkriimmungsreaius aes
Ellipsoids in den Punkten Q bzw. 2 sein.

Die Abbildung mbge aurch die Abblluungsgleichungen

X=x(mp)y=y(mp)

vollzogen werden, von denen zundchst nur gefordert wira, oaBl die Abbildunys-
funkticnen x ( myp ), ¥y ( m,p ) analytieche Funktionen ihrer Argumente und
daher in Umgebung des Kartenursprungs O aurch konvergente Potenzreihen dar-
stellbar seien.

wWdhlt w«n als kleinste, fiir die Abbllcung in Betracht kommende
Mallstabsgrenze 1 1 105, 80 ergibt sich - wie wus den tieferstehenuen Uber-
legungen zu entnehmen ist -, daB es sich bei aer Anwendung uieser Abbiluun-
gen hochstens uwr lLdnder mittlerer GroBe, wie etwe Deutschland, rrankreich,
Spanien, oder um Teile von solohen hanaeln kann. Solche Ldénder haben groBte
Nord-HUd- bzw. Ost-kest-Erstreckuugen von rund 1000 km, so aal sich fu} die
GroBen m und p Maximalbetrdge von runa 500 km ergeben, also ausgedriiokt in
Einheiten des Aquatorradius GroBen vor rund 1/13. Es kann daher mit Sicher-
heit angenoumen werden, daB sich die Kooraineten x, y ,jedes beliebigen Bila-
punktes aieser Abbildung durch je eine nach Potenzen von m,p fortschreiten-
de Reihe entwickeln lassen, deren kKonvergenz auler Krayge steht. Im Hinblick
auf die groden Dimensionen einer solchen Karte - sie wiirde fiir das angefiihr=-
te Beispiel ein AusmaB von 10 mal 10 meter hsben - wira es sich empfehlen,
immer aur Teile solcher Linder um einen geeignet gewdhlten Zentralpunkt ab-
zubilden, wodurch nicht nur die Konvergenz der anzusetzenden Potenzreihen
erhoht wird, sondern auch die hlaximalbetrige der unvermeidlichen Winkel=-und
Streckenverzerrungen verkleinert werden.

Es konnen also fiir x ung y Potenzreihen aer Form

X=Ap+A, Mm+A, D+Ay m°+A, mp+A, p2+_.,,
Y=Byo+B,m+B,p+B,,m°+B, mp+B, p°+...

angesetzt werden, in denen die KoeffizientenAoo,A,a,Ao,,...; BOO,B,O, Bo,,.-.
so zu bestimmen sind, daB die Abbilaung die an sie gestellten Forderungen
erfitllt,



Durch die Festsetzurng, dal dem Zentralpunkte Z am Lllipsoio der
Ursprung O des rechtwinkeligen Koordiratensystems entspiecnen soll, sind
die in aen beiden Reihen flir x und y zuftretenden koeffizijerten nuliter Ora~
nung bestimmt. So0ll ndmlich in den voranstehenden Gleichuagen fiir m = O und
p=0 auch x = 0 und y = 0 sein, so mlissen diese koeffisienten mit

/Aoa==(7/tgoo==(7

gewdhlt werder.,
Bezeichnet man nach Tissot

53] 3817185847
das MaB der Streckenverzerrung in der Richtung des ieridians und mit
A8 518568

das MaB der Streckenverzerrung in der Richtung des Parallelkreises,weiter
mit

2) mit

o~ o (55 G55 53 B oo )

das Ma8 der Fldchenverzerrung und mit

1 /OX@X agOy/ 7 2,/0X OX @y@y/

S11J= ok (50 02 "3 04) ARk X

hk 1 10m op *om op

den Sinus jenes Winkels, um den der im Urbild rechte Winkel swischen den
Meriaianen und Parallelkreisen bel ver Abbilaung in aie Lbene versverrt wiro,
schlieBlich mit a und b die aus der Doprelgleichung

[a+b)’=h*+Kk*+20

zu berechnenden Halbachsen der Tissotschen Indikatrix uma mit(g«uie 4us aem
Ausarucke

a-b
a+b

gu bestimmende Maximalwinkelverzerrung, so konnen die Koeffizienten uer Glie-

sintd=-

der erster Ordnung aus den Bedingungen
h=17 k=17

d.h. aug den Forderungen bestismt werden, daBl die Abbilaung in den Gliedern
erster Ordnung streckentreu sei. Sie ergeven sich mit

2)lnnﬁlan vgl. hiezu L. Driencourt- J.Laborde, Traité des projections ues cartes
géographiqnesg, Paris 1932, Premier fascioule, p. 15=53,




Ao=0, Ay=3; By=1,B,-0.7

0

Die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung erhdlt men aus den
Forderungen, dall die Verzerrungen in den Bildpunkten syumetrisch zur Xx- und
y-Achse gleich groB seien, daBO = 1 una daB J = O sei mit

A20=0: A11 = 0: A02=0:'

~ Sin @,
520—0, B71 0 Boz 2%0 .

Sie erflillen, auBer den obern gestellten Bedingungen auoh nooh jene h = 1
und k = 1, d.h. aie Abbildung ist bis Glieder zweiter Ordnung einscohlieBlioh
streckentreu, wie leicht erprobt werden kann.

Werden den bie Glieder zweiter Ordnung einschlieBlich entwickelten
Abbildungsgleichungen die noch unbestimmten Glieder dritter Ordnung angefigt,
80 erhdlt man

=/l— +A30m3+/421m2p+/412 /77P2+Aoap3,
0

y=rre S0 S/f)(ﬂ,

,0 + 30m +Barm p+512m,0 +Bo3p

Durch die Forderungen, daB bis einschlieBlich Glieder dritter Ordnung die
Abbildung fléchentreu und ihr Netz rechtsohnittig sei sowie daB in zum siit-
telmeridian und Mittelparallel symmetrisch gelegenen Punhten gieiche Sti1ek-
kenverzerrung herrsche, bestimmen 8ich die sieben koeffizienten Ago, A21,

Af?: Aoa:’ Ben 512, Boa mid

- _ - -1 — —
Aaa— 0; Aef— 3530, A12 0» Aoa 3 /353042 cos*® (ﬂa ):

coS 2 (,
2¢0s* @,’
so dalB die Abbildungsgleichungen nun die iorm

X=£,D "3830/772,0‘34’/3530*2-50%?—%'):03’

cos 2, ,
2C0S%(, Imp

annebmen; in ihnen ist nur mehr aer Koeftizient 530 unbestiomt.

B,,=0, Bp=3Bg + =0,

_m+up #Bym®  +[3Bu+

Seine Bestimmung kann aus einer allgemeinen Foraerung an die Abbildung nicht
mehr vorgenommen wexden. Dieser restliche koeffizient kann nur durch gewisse
Annahmen lber die Gestalt des zur Abbilaung gelangenden lLvndes bzw. Landes=-
teiles geeignet festgelegt werden.

v

3)Die Bedingungen h = 1, k = ] wdren auch beil einer Vertauschung aer Vierte
der Xoeffizienten mit gleichen lndizes, ndmlioh fiix

Am = 7, Am = 0,‘ Bm 0 Bol }Lo

erflillt. Dieee Anstitze wilrden jedoch ein negatives Vorzeichen im Werte fur O
ergeben und, da dies einer Umlegung der winkel entspricht, zu kartographisch
unbresuchbaren Abbildungen fiihren.



2, Die Projektionssysteme pgeringstex Streckenverzerrung.

Berechnet men aus den voranstehenden Abbildungsgleichungen wmit
Hilfe der Forweln fiir h und k die Streckenverserrung im Meridian una im
Parallel, so exgibt sich

h=7+38,m*+ (385’0 +F1}/D2’
K =1-3B,, m*~(3 By+ £) p°.

Diesen Gleicbungen entnimmt mun zunéchst, daB aie Forderung nach Symmetrie
der Abbildung zum Mittelmeridian und zum siittelpurallel erfillt ist; aenm
es dandern sich wedexr h nocbhb k, wenn + m mit = m una wenn + p mit = p ver=
tauscht wirxd. Sie sind aber auch zur Bestimmung des noch fehlenden Koeffi-
zienten fim vorzliglich geeignet.

a) Sphidroidische kaloite,

Erstreckt sich der abzubilaende Bereioh am Ellipsoid von einem in
seinem Innern gelegenen Punkte nach allen Richtungen ungefdhr gleioh weit,
besitzt er also die Form einer sphdroidischen Kalotte, so wird man diesen
Punkt zum Zentralpunkt der Projektion wdhlen; smittelmeridian und mittelpa-
rallel werden den Bereich symmetrisch teilen. Die Betxége, die dann die ¥er-
te von m und p im Maximum exrreichen, werden ungeféhr gleich groB sein. Man
wird daher den Koeffizienten éim 80 wdhlen, daB dle Betrige m2 und p2 mit
glelichen Fgktoren aber mit entgegengesetztem Vorzeichen in die Gleichungen
fir h und k eingehen, da nur dann diese Wwerte moglichst wenig von der kin-
heit abweichen. Man wird also

1
sz_E
setzen, womit die Abbildungsgleichungen die Gestalt
XL 1 1
X=-P*¥MP-z (1+21an* ) p°,
[
(1)

y=m+£2’%%p£~ém3+%(7-2 fon® ¢,)mp?

annehmen. Aus ihnen ergibt sich, wenn in den VerzerrungsgrdBen Glieder drit-
ter Ordnung vernechlidssigt werden, wie es sein muB,

o=1 J=0
sowie
h=1-#(m?*-p?), k=T1+(m*~p?)
und (la)
sin#d=++(m*-p2).

Hierbei gilt das obere Vorzeichen flir h >k, das untere flir h<k, wie ohne
Schwierigkeit ersehen werden kann.




b) meridianstreifen,

Dehnt sich der vom Eliipsoid in die Ebene abzubildende Bereich
hauptsdchlich in der Nord-Siid-Richtung, also in der Richtuny eines ieridians
aus, 8o wird, wenn'uer Zentralpunkt wieder in seiner Mitte gewdhlt wird, nun
der Maximalbetrag von m ein Vielfaohes desjenipen von p betragen; es wird
daher gut sein, den Koeffizienten ﬁ%o S0 zu wdhlen, dall die Streckenverzer-
rung in h und k von der Meridisnerstreckung unabhdngig wiru, somit nicht
von m, sondern nur von p abhdngt; denn nur dann werden h una k im Gessmtbe=-
reiche der Abbildung wenig von der kinheit abweichen, wan wird also

Byy=0

setzen. Damit nehmen die Abbildungsgleichungen die Uestalt

L 4 3
x=/—z—p—g/7+f0/72;q,)p ,
T @
S//? 2 2 2
Yy=m-+ 2/’"/} +#(1-1an’ g, )mp
a
an, lhre partiellen Ableitungen filihren bei Vernachldssiyung von Groken
dritter Ordnung zu den VerzerrungsgroBen

G=7 J=0

sowle
h=1+ip:,  k=1-4p*
(2q)

und

c) Parallelstreifen.

Geht schlieBlich die Hauptausdehnung des abzubildenden Landes von
Ost pnach West, besitzt es also aie Form eines Parallelstreifens, so wira man
den Symmetriepunkt des Bereiches wieder als Zentralpunkt wdhlen. Der daxinal-
betrag von p Ubertrifft dann welt denjenigen von m., Bs liegt daher nahe, aen‘
Koeffizienten By, s0 zu wihlen, daB die Streckenverzexrung von der Erstrek-
kung des Bereiches im Parallelkreis.unabhdngig wird, somit nicht von p, son-
dern nur von m abhédngt; denn dies ist die Voraussetzung fiir Werte h und k,
die nur wenig von der Einheit abweichen sollen., ian wird deaher

é%o=“'?%
setzen. Aus dieser Annahme folgen die Abbildungsgleichungen mit
4 1 2 1 2 3
X=y Przmp-5 rancy, p’,
(4
@)

y=m %’f—% p2=Em*# tan® g, mp?.



Werden Glieder dritter Ordrnung in den VerzerrungsgroBen vernachlédssigt, so
erhdlt man ohne Schwierigkeit

0=17 J=0
sowle
1 7
h=7-2m?, k=7+#m?
und - ﬂk”
oA
Sinsd =-%m?2.

Die Anwendung der voranstehena hergeleiteten drei Formelgruppen
zur Berechnung eines Kartennetzes und seiner Verzerrungen crfordert jedoch,
daB die Koordinaten m, p der abzubildenden Ellipsoidpunkte vorycievbem sind.
Diese Voraussetzung ist aber im allgemeinen nicht erfiillt, aa in der Praxis
die Lage eines Punktes am Ellipsoid in der kegel mit Hilfe der geographischen
Koordinaten QZJL bestiwmt wird. Die weltere Aufgabe wird also darin bestehen,

die Werte von m, p in Funktion der geographischen Koordinaten QO;JL aarzustel-
len.

. 3, Geographische Koordinaten @,)«unu sphiroinisohe Koordinaten 55, 72

Die Linge aes Meridianbogens m zwischen den Breiten ¥7und 900
wird bekanntlich durch das Integral

m=/ 9dy

gegeben., Die Integration liBt sich nuch Entwicklung des meridiankriimwungs-
rad ius é) in eine Potenzreihe auf elementare Weise ausfilhren una ergibt

m=a (1-e*)[c, (¢~ 4,)-C. cos (p+@,) sin (0-0,)+ % cos 2 (p+9,) Sin 2 (ip-,)-..]. (4)

Die Koeffizienten c stellen hierbei aie Summen von nach geraden Pulenzen
der numerischen Exzentrizitit e fortschreitenden keilhen aar; ihr Inuex gibt
die jeweilige Poteng des ersten Gliedes dieser Reihen an.

Andererseits ergibt der auf die Mittelbreite ¢, = ;1(¢7+'¢%)
angewendete und in eine Potenzreihe entwickelte Meriuiankrﬁmmungsrauiusézn
nach Multiplikation mit dem Breitenunterschied (/-(J, ues Integrationsbe-
reiches

Om (0-05)=a(T-€9)[Co (9~ 1) -C, COS (0 +,). (9~ )+C, COS 2 () fip~i4,) .. ]. (5)

Die beiden Gleichungen (4) una (5) uaterscheiden sich nur um
Glieder funfter Ordnung, wenn der Breitenunterschiea (P-¢J, klein von erster
Ordnung gewdhlt wird. Es kann also bis Glieder vierter Ordnung einschliel-
lich *

m=Q (9-3) (6)

gesetzt werden.

FUr die Linge des Parallelbogens p zwischen aen hﬁngén;ta und A
folgt in voller Strenge '

P =2y (A=) =Ny COS 9,(2=2,). (7)




Auf den ersten Blick scheint es nun am vortellhuftesten, durch
Eintragen der Gleichungen (6) und (7) in dle fiir jeaes System geringster
Streckenverzerrung gewonnenen Abblldungsgleichungen die Darstellung der
ebenen rechtwinkeligen Koordinaten x, y in Funktion der geographischea Koor=-
dinaten 40,2. zu gewlnnen, Das Ergebnis wilrde jedoch nicht die einfachsten
und fiir dio praktische Anwendung geeignetsten lormeln liefern., Es lst viel-
mehr besser, sich zur Herleitung ader obenen, rechtwinkellgen Koordinaten
X, y der sphdroidischen Koordinaten 5,7] su bedienen. Han erhdlt hieaurch
einerseits verhdltnismdBig. elnfache Formeln, die aubler oem Hauptglliede er-
ster Ordnung nur Glieder dritter Ordnung aufwelsen, anaererseits ist ale
Darstellung der sphdrolaischen koorainaten é,?} in Funktion der geographi--
schen koordinaten 40,/’1, und umgekehrt schon lange bekannt,

Unter 7) dle Abszisse und unter 5 aie im Fusdpunkte der breite (g,
auftreffende Ordinate sphdroidischer, rechtwinkeliger Koordinaten verstan-
den, vobel 7) positiv nach Nord und §€ positiv nach West hin gezdhlt werden
soll, bestehen mit Belbehaltung der bishexr angewendeten Bezeichnungen zZwi-
schen ihnen und den geogr‘aphlschen Kooralnaten fiir aas Rotat io‘nsellipsoid

dle Bez iehungen“

@, =0 +£~2,

=Pty tan g,
ﬁsec;o, a ran‘y, sec @,,

)

~3 &
A, = ’V;E ’\’;3
Msec ‘O’L?‘LNF fan? g sec @

und umgekehrt

G =p+3 5/\///1—/1‘,)2 Sin g cos @,

'7 = Qm ((ﬂ - %)’
(A-A,) NCos -3 (A-A,)° N Sin? @ cos ¢,

(9)
£ =

(A=A N, €OS 9+ F(A-A,)* N, Sin® ¢, cos ¢,.

Nun lassen sich Meridianbogen und Parallelbogen in Funktion vonSé
und 'D darstellen, Die Eintragung der zwelten Gleichung (8) wit Beachtung
der ersten Glelchung dieser Gruppe in die Formel (6) fithrt zu

m=p'?1é)1ﬂ /é fan ¢, ,

wobel noch ohne Herabsetzung der Genauigkelt & = 7, N, =N und
(), =@ gesetzt werden kann, so das sich Q1

4)Jordan-Eggert, Handbuch der Vermessungskunde 1I[l, Stuttgart 1923;5.312 ff.,

2 W?

unter Verwendung aer entsprechenden Bezelchnungen und der Beziehung—éy= =9-e7



égz
me= 77—- = ran ¢ (10)
ergibt. Die Einsetzung der vierten Gleichung (8) in die Formel (7) liefert
zunédchst

_eMNcosy,, 4 + £7N,cos g, 2,
P 5 cos gt ip Hcosy 7Y

im ersten Gliede rechter Hand kann AG==A/ gesetzt werden, wus nur Kehler
flinfter Ordnung im Gefolge hat}; im zweiten Gliede kann mit gleioher Schiérfe

NEF= N7 una mit Fehlern viexter Ordnung x gg~9$§0

Hesetzt wer-
den, so dal der Parallelbogen mit
_sNcos @, 4 é

folgt.

a) Sphixoidische kalotte,

In Funktion der Werte m, p sind die Abbildungsgleichungen flir eine
sphédrojdische Kalotte sowie die zugehOrigen Ausdriicke fiir die Strecken- und
Winkelverzerrung in Hormelgruppe (1) dargestellt, Der Eisfechheit der Lnte
wicklungen halber viurden bisher ale GroBen m; p und damit euch die Lingen
)(,g/,Aﬂ/%“... als in Einheiten ‘des Aquatorredius a des vorgegebenen Kota-
tionsellipsoide ausgedriickt angenommen. Es ist daher zur praktischen iAnwen-
dung den: Formeln noch die Umstellung auf ein gebrduchliches Lingenwal not-
wendig; sie ftithrt zu den Abbildungsgleichungen

_Ncosy ~ .m
X Ncoswap z a-? 2 (1+21an® w) -
y=m +10L9p 1202 /7 270/7 %}
und zu den VerzerrungsgriBen
/772; 2 : f772— 2
h=1-375, k=1e3 T
- (120)
SnEd=+ 4 /7(722 2

Unter Verwendung der Formeln (10) und (1l) konnen nun éie Gleichun-
gen (12) und (12a) in Funktion von é, 77 sargestellt werden. Hierbel em=-
pfiehlt es sich, im Hinblick auf gewisse Vorteile bei oen vorzunehwmenden
Entwicklungen, von nun an die y-~koordinste der x-koordinate voranzusetzen.
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Fur y ergivt sich zundchst

1 £ ran @, .- N°cos’y, , 1’ 21 £ N cos?y,
Y=n-dplan g+ € NZCOS? % oot (121007 4) 3 Ncost

Ohne Minderung der Genauigkeit kann im zweiten Gliede rechter Hand fU/) gﬂ
folgendermaBen transformiert werdens . ‘

fon go=fon/gp,,+gﬁ)

_tong,+tan g
1-1an ¢, fon%

=(tan ¢, +3L)(1+.L ton ),

fon = ron g, +Q-7Z »‘Q2 ran g, ; 13)

im dritten Gliede 1dB8t sich E'Os—aéunter Verwendung des Brgebnisses (13)

entsprechend umwandelni

7
cos*¢

=T+fan*gp
=71+1on? (¢, +Q—7-7—)
~T+ton? ¢, *252 fon go,,+2g-72 fon®y,

1 __1 _,pnlng
COS2 ¢ OS2 "2 On COS%(,’ "

womit sich

1 ER BN & e, TON P e N
y 2N 7‘0/7% a /vgm 7‘0/7 %"‘ ZNO é Ne
£ N2 cosy,
a® N*cos:y

2
+%’ND% @22571 /gg fon %-,;15713+,;’/7—2 fon? g,)

crgibt und hieraus - wenn in den Glieaern zweiter Ordnung N=/V,, , in den

Gliedern dritter Ordnung N=M, W=§00,N=Q,,, =0 =Ro gesetzt wird, was
ohne Herabsetzung der Genauigkelit zuldssig ist =

2 3
y=7-t 51 ()

Fr x erhdlt man vorerst

_Ncosy (Ncosy,, 4 Ncosp &, . 1 ED* NCOSY 4,04 s ENCOS°G,
Ncospf Weosp s Wcosy, B2 V7 07 Weosy T Wy iicesy

und mit teilwelser Verwendung der bei der Darstellung von y angegebenen Ver-

X

einfachungen



1l

2 3
x=E+1 -/%O—ZZ—,;’ % . (150)

Fir h und k und sin g%f ergibt sich mit Vernachldssigung von Gliedern drit-
ter Ordnung

h-1-2 2o 1t I

62
Sin£d=¢# 1—25

. (15¢)
Ro

Die Gleichungen (15), (15a) und (15b) geven aie Abbilaungsglei-
chungen und die Verzerrungsgroen tiir eine sphédroiaische kalotte in Funktion
von rechtwinkeligen, sphéroidischen koordinaten. lhre Darstellung in geoyra-
phischen Koordinaten ist nun durch Eintragung aer Keihen (9) in die voran=-
stehende Gleichungsgruppe leicht ausfiihrbar. Fur y ergibt sich

Y=o (0~ 04 LB 33 e cos? -3 Qe U2
und darau® mit gleicher Genauigkoit
Y=0n (9= ) [ 1-FAAN COS* 0~ (5~ 0,)%]; (16)
fiir x folgt .

2(9 - 12 -2 )
X=(A~2,) N cos 9-Z (2=, N sin? ¢ cos p+# _m_//ng%Z (A=2o) NCos p-# /2;?72 ‘cos’y

und daraus

X=(A20) NCOS p [1-3 (A2 (P50 oL 0)°] (60)
bzw, zur Erprobung
X= A o) M, 05 g HAANN, 005 g, SiT* o Q—MM AN, o5 g3 ’”k’} P25 o5,

und daraus
X =(A-o) Ny €05 @ [1-% (A=) (1-5 SIn? @, ) + 2 (0,~ ). (16b)

Fir die Strecken- und Winkelverzerrung wird
h=1-4[1p~4f~(2-A.) cos?p),
K= 1+ [10~ %)~ (A-2 ) cos* ),

Sin 0= 21~ 0)*~(A-A,) cos? p] (%c)

bzw.

= 22 [19,~p)-(A~A,) cos® ]
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erhelten. Mit Hinzunahme der ersten pormel (9)
p,= ¢+}QA’M—A,,)2 sin ¢ cos @ (160)

ist somit durch die Formelgruppe (16) die Abbilaung elmer sphédroiduischen
Kalotte des Rotationsellipsoids in die Ebene durch geographische Koordinaten

vollzogen.
Die Abbildung der Ebene auf das Ellipsoid kann nun auf einfache

Weise ausgefihrt werden. Aug den Gleichungen (15) una (15a) erhdlt man
2.
3
et £0, 1
7? é/ 4 R, 2 Ry
3

f-x-i by

In erster Ndherung kann 7?=y, §=X gesetzt werden. Die Einfiihrung
dleser Ansdtze in die obigen Gleichungen gibt bis Glieaer uritter Urdnung

einsohlieB3lich

7=y+# Re Ll /gj, )
é—x—;’%%-%hf_j (17)
und aus den Gleiohungen (15b) dle Strecken= unc Winkelverzerrung mit
h=1-¢ , k=7+% u ,
singd = i I ga X pow O= 2 .1 y:fe (170)
0 .

Vierden nun die Gleichungen (17) in die Formelgruppe (8) einge=-
setzt, 80 ergibt sich bis einschliedlich Glieder aritter Uranuag

(18)
Y= zmjmﬂ@
und ;
A=A X X 1 X x? 17 X lan*y,
"/Vcosgﬂ, *R? N cose ’2/? N, Cos ¢, 3/\/3 cos @y’
d.i.
X XY’
A= ﬂ‘”/v,cosw, WS ’zNacos;o,ﬁwOn ®,) (18a)
bzw. zur Probde ) ’
P X g XyF 7 a2 X X 7 , X2 ron¢g
"/Vcosq ‘*R Ncosp ®RE N, cos 6/v3 cosy’
d. i
A g XY (142 1anp) (180)

N,cos g * N’ cosy & /v“’cosw
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Damit ist die Abbildung der Ebene auf gas kotationsellipsoid aurch eine
sphidroidische Kalotte vollzogen.

b) dieridianstreifen.

Die Abbildungsgleichungen fiir einen Meridianstreifen in Funktion
von m, p sowle die Ausdriicke flir die Strecken= unda ¥inkelverzerrung weraen
durch die Formelgruppe (2) gegeben. ¥ieder vom Aquatérzadius a des kotati-
onsellipsoids als Einheit auf ein in der Praxis ygebrduchliches Lingenmal
tibergehend, ergeben sich die Abbiiuungsgleichungen

Ncos<p 1 »
X= Ncosgq, (71‘0/7;00 ;
tan ¢ mp? )
2,1
Y=mr s P z(1-1an*g,)
und die VerzerrungsgroBen
/7==7+, 2 /% 7—2 )
a ¢ (190)
SinzJ=- glge—.

Mit Hilfe der Gleichungen (10) und (1l) geht aie in Funktion von
m, p dargestellte Gruppe (19) in Funktion von 5,77 iiber. 15 wira zundchst

2 2 2 2

ap-1& Jan% 2 2005, , 4 £ M cos?y,
Y=n-z-tongy & N?COS% (1-ton? @) F N0y
und daraus mit Beachtung der Brgebnisse (13) una (14)

2
1 § S/ 2 CWO
Y- Jg_/t”7 2 fijQ fon O+
7? Q% AQ? 2 A«? 0 o
2 2
fag f "4 2 gy/vzcos;_ﬂe
an @;+=z(1-fon .
é Ve ) g2 N2COS?
Mit Rucksicht auf die tbrigen - bei der Abbiluung durch eine sphdroiaische
Kalotte angegebenen = zuldssigen Vereinfachungen erygibt sich fiir y das ein-
fache Resultat

y=7 | (20)
Fir x folgt
Ncosy  N,cosy,, /Vcosw_l_é 2, g i E_Nacosg
x= A/cosgﬂ,,é Ncosp ™ N,cos g, ® Ny ran g-g(1+tan°g,) N cos” ¢,

a? Ncos’y

und mit Bedachtnahme auf die bekannten zuldssigen Vereinfachungen

X= é«— _é-ji (20a)
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Fir h und k und sin :}Cf erhdlt man mit Vernachldssigung von Gliedern drit-

ter Ordnung

h=1ike k=T34,

Sintd ———7%;.

Damit sind die Abbildungsgleiohungen fiir einen dleridianstreifen
in Funktion von é}f? gefunden. Durch Eintragen der Formelgruppe (9) in die
Gleichungen (20) ergibt sich fiir y

Y=@n (0=0); (21)

(20b)

fur x folgt
X=(2=2)NCOS -3 (22, )’ N Sin*p €OS p-E( 272, V= cos 7
und daraus
X =(2-2) NCOS ¢ [T-#(A-2, )] (21a)
bzw. zur Erprobung
X=(A-A,) N, COS p+2(A-2, )3/\/, Sin? ¢, Cos YP~F (A~ )3 M cos? @
und daraus
X=(A=2e) N, COS @, [ 1-4(A-2o)'(1-3 Sin* @, )]. (216)

Pir die Strecken~ und Winkelverzerrung erhdlt man
h=T7+Z(A-2,) cos? p,
K=T-#(A-A,)* cos? g,

@1c)
Sin# d = -Z(A-A,)? cOS? ¢ elc

bzw.

d=-(A-A,) cos? g.
Wird noch die erste Formel (9)
o ='¢+2-10ﬂ(2, ~A,)? sin ¢ COS @ (210)
angefiigt, so ist durch aie Gleichungsgruppe (21) die Abbildung eines meri-

dianstreifens aes kotationsellipsoids in aie Lbene aus geographischen hoor-

dinaten gegeben.
Die Abbildung der Ebene &uf aas Ellipsoia ergibt sich nun aurch

‘Unkehrung der Formelgruppe (20) und ihre Einfiihrung in aie Gleichungsgrup=-
pe (8). Man erhdlt

77=y’ (22)

3
5=x+—61§.
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Mit VernachlHssigung von Gliedern dritter Ordnuny ist §=X , 80 dall sich
bis Glieder dritter Ordnung einschlielilich

X.?
E=x+dis , (220)

ergibt. Die Ausdriicke ffir die Strechen- und winkelverserrunyg fiihren zu

2
h=T+}7e  k=1-% %z,
X2 X°~ (226)
.5/7777(5 = -2—1/?[) d__—ﬂj

Die bintragung der Formelgruppe (22) in die Gleichungen (8) lie=
fert - immer bis Glieder dritter Ordnung einschlieffilich -

g+
{/)7 ;00 Qm,

o 23)
V=02 g "V
und
P . _,i T, X tonfy,
*"N,cos g, ER? N, cos ¢, N ‘cos @,
d.1i.
X 2y
;_L Ao N, cos g, GN"COS(ﬂ (7-2 ran (23?)
bgw. zur Probe _
A=/1+___>5_+_1x3___7___,)(31‘0/7(p
*Ncosp RS Ncosp 6 N° cosy ’
d.i.
A=Ayt =X X 230)

N, cos p 6N3c033(/1 ‘
Die Formelgruppe (23) gibt die Abbildung der rbene auf das Ellipsoia aurch
einen teridianstreifen.

¢) Parallelstreifen.

Fiir einen Parallelstreifen weraen die Abbildungsgleicnungen in
Yunktion von m, p sowie die Ausdriicke fiir die Strecaen- unu winkelverzerrung
_durch die Formelgruppe (3) gegeben. Durch den Ubergang vom Aquatormul a
als Einheit auf ein in der Praxis gebrduchliches Ldngenmall bekomwt man die
Abbildungsgleichungen mit

_Ncoosy lmp,
N, COs @, "2 a?

an m? m
U=+ —5”-,02 doz-dton*y, 05

3
ton? w,, 2,
a
2 2
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und dis VerzerrungsgroBen mit

m# 2
h=1-3 2, k=T41%,
{240)

Sngd=-F

m2
Z;Z-

Werden die fFormeln (10) und (1ll) in ule zwelte Gleiohung (24) ein-
geftihrt, so folgt

2 2 2 2 2
=93 £ 1on 9 10 0 0 MCOSIB_ 3 T4 gy £2 2GS
Ncos?p 6 @* 2 °@* Ncos*p”
Unter Anwendung der Entwicklungen (13%) und (14) erhélt man «us der voren-
stehenden Gleiohung ohne Minderung der Genauigkelt

ymp_zl_éfgn%_lﬁ_lﬂfaﬁz% .__%()5? N

2 A@%7 2 A@?
und daraus bei Anwendung der weiteren - oben angegebenen - zulidssigen Ver-
einfachungen
y-n-#5T-4 % | @s)

Aus der ersten Gleichung (Z4) wird

NCOS gA/cosgo,, Ncosp , €
Ncosg,” Ncosy "N,cos g N7

und hieraus ohne Verringerung der Genauigkeit

x-6+3 5. (250)

Dle Streckenverzerrungen h und k una oie Wwinkelverzerrung (g ergeben sich

’ Ncos’y,
/\/Jcosago

18T Ncosy 4
20 Ncosg ©

Ton? @+ form ¢, == 7

aus den Gleichungen (24a) mit
2
1 /A
h=7"2'/?z73, k 72_R

Sihdd=- 4 Rlzg-.

(25b)

Die Gleichungsgruppe (25) enthilt aie Abbilaungsgleichungen fir
~elnen Parallelstreifen in Funktion von é,’p +» Die Einfiihrung aer Formel=-
gruppe (9) in die voranstehenden Gleichungen ergibt

Y=, (@—%)~§§i’—/f‘%}”—‘”°)//l-/lo)efvzcosf -4 Ln ;?07;%)

und daraus mit gleicher Genauigkeit

Y=0m (G=1) [T-3 (A=A, cOS* p-E (0, ~ 3 )*]; (26)



7

fUr x folgt
X =( A=A, )NCOS p-£ (A-A,) NCOS ¢ Sin? p+# Qﬁ'—%@‘—‘*ﬂ”—f(/l—: L) NCOS

und daraus
X=(A=A)NCOS @ [1-F(A-A.F Sin? p+3(p,-@)7] (26a)

bzw. zur Erprobung ‘
XA, COS G A Ny 7, COB e 3 L2 LZE N, co5 5, (3~ 2,

ung daraus . .
X =(A=As)N, COS @, [T+HA-A) SI P+ 2 (4~ )] (266)

Filr dig Strecken= und Winkelverzerrung hat wuen
h=1-#0-%),
1
K=T+2(0,~ Q)

(26c)
siny = -(p,-qf -

bzw.

CS== —-(¢L—EQ%){

%ire hiezu nooh die erste Formel (9) v
O=p+7 g//l—/%o)%/'n pcosyp (26d)

angefiigt, 80 ergibt die Formelgruppe (26) die Abbilaung eines Parallelstrei-
fens des Rotationsellipsoids in die Lbene mit Hilfe geographiecher koordi=-
naten. '

Die Abbildung der Ebene auf das Ellipsoia erfolgt nun auroh Upe
kehrung der Formelgruppe (25) und ihre Lintregung in die Gleicbungen (8).
Es ergibt sich zundchst

£p $

7?=£/+Z; ﬁ%z +g ;g;,
2
&=x-4 277

In erster Néherung ist 7)=(/, =X , s0 daB bis ¢lieder daritter Ord-
nung einschlieflioh '

Xy 7
S
; 27)
§-x-7 %
0

folgt, Flir dle Strecken- und Winkelverzerrung erhdlt wan
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. (270)
2
sintd= 2% bzw - - .

gu
| Y1Xy, 1 &
=t oy T Y
pTRTTTR 28)
2 X2
v=4zpg fan ¢,
und
AedgrX g XYF T4 XC IO
“'N,cosg 2 RFNcosy N’ cosg,’
dedo
X Xyt 4 X 2
A=At reasy 2/\/3C05(ﬂ, SPcosq 17O (260)
bzw. zur Probe
- X Xy 14X fan*y
A=At 055 E RENCOGQ BN oS
d.i.
AmAgs X1 XU ton® . (28b)

3
[ cosp "2 N7cos 6N cosgo
Damit ist die Abbildung eines Parallelstreifens von der Ebene auf aas Ellip=-
sold vollzogen.

5, Elne Verifikations Direkte Herleitung der Abbilaungsgielichungen.

Aus der Herleitung der voranstehenden Formelgruppen unter Verwen=
dung sphédroidischer, rechtwinkeliger Koordinaten é,?? lidt sioh ersehen,
daB aie Ursache fiir das Verschwinden aer Glieder zweiter Orunung und vamit
filr die Vereinfachung in den Formeln tir die Abbildung una kiickabbildung
die Einfihrung der FuBpunktbreite Q% isat. Es liegt daher nahe, den Ver-
suck zu unternehmen, die Gleichungen ftr die fldchentreue Abbildung der
Systeme geringster Streckenverzerrung vom kotationsellipsoid in die Lbene
und zurilck mit Hilfe der FuBpunktbreite QZ auf airektem Wege, also un=
ter Umgehung der Zwischendarstellung aurch sphédroidische, rechtwinkelige
Koord inaten .>§, 7) herzuleiten,

Die Verbindung zwischen dem Meridisnbogen m una dem Parallelbo-
gen p einerseits und den geographischen Koord inaten QL}L andererseits wird
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durch die Gleichungen (6) und (7)
m=0n (P=%),
0 =N, Cos @[ A~2,)

gegeben. Hierbei ist die Formel flir pie ldnge aes Parallelbogens vollisténdig
streng bestinmmt, der Ausdruck fiur die Meridisnbogenldnge wit Vernachldssi-
gung von Gliedern fiinfter Ordnung giltig.

2) Sphiiroidische kalotte,

Die Abbildungsgleichungen fiix eine sphédroidische Kalotte in Funk-
tion von m, p konnen der Gleichungsgruppe (1Z) entnommen werden.
Durch Eintragen der Formeln (6) und (7) in die Gleichung fiir y ergibt sioh
gunédchst

fan ) b
U=me{ﬂ-%)+2—NQ Ny COS* P fA-A)~ izzgz (p-@p+L1-2 tan® %)0 (- ('/)")/V COS*PIA-A,)
0
Die Einfilhrung der durch die erste Gleichung (9) gegebenen FuBpunkthreite
in das erste Glied rechter Hand fir y gibt :

()= -()-1
O (D-4)=0n (- ¢p) 20n L ia-a) Sin ¢ cos .
Hierin 1dBt sich das Produkté%ﬂ@ﬂCI%?Q?in Umgebung von (J, mit Hilfe des An-
satzes
7
Y=G* 5,

On
der - wie aus der zweiten Gleichung (8) zu erschen ist - mit Vernachléssi-
gung von Gliedern zweiter Ordnung aus der ersten-Gleichung (8) hervorgeht,

in eine nach Potenzen der Abszisse 77 der sphédroidischen, rechtwinkeligen
Koordinaten fortschreitende Reihe entwickeln. Man erhdlt

3/h¢c05w=5/n/%+01}c03/%+02)

m

=[Siny+ 077cosgq, .J/cos goa—éz Sin @ +...J

Sin @ COS P = Sin 4, coS %+020052%—0—7Z S = ... (29)

damit wird
Y=0nlV-1)-2 0» iv/ﬂ—/wz Sif 4, €OS ¢ ~FOn gm-/w;% cos* @+

2 fan bAj2 2 2 n” 35
- Qm—“mf/% 0775//7 @+ Z/Vw cos? y(A-A,) ‘731%/(?‘%) *

+L(7-21on* ) ”’/éﬂ; %) N? cos? @ (A=)’
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Ohne Herabsetzung der Genauigkeit kann in den Gliedern zweiter Orxdnung
Om= 0, NM=N, , in den Gliedexn dritter Ordnung fgz=7, No=O'=Q,,,

und im Hinblick auf die zweite Gleiohung (9) 7 =0, (0 ~@,) sowie fir
COS @ =COS () gesetet werden, so daB schlieBlich folgts

Y =0 (0=@) [ T-£(A~20) cOS? 0=k 10~ 1)) (30)

Die Einfthrung der Formeln (6) und (7) in die Gleichung fhr x
fiihrt 2zu

Ncos g
N.cosqp'
Hierin kann ohne Verringerung dex Genauigkeit in den Gliedern dritter Oxd=
nung O, =0 m/\/ =N, COS =CO5 () gesetzt werden. Das ynadrat dex
Differenz (2 —(f, im ersten Gliede dxitter Ordnung kann noch folgender-
mefBen transformlert werden. Es lst

2 2
(-0 )=l =)0~ )]
Dabel ist die Differenz (J-(J; klein von zweiter Oronung, wenn der Unter=
schied (P~(J, bew, (J,—(), klein von exster Oxonung angenommen wird; man ere
hdlt also

DL N 005 @lA-A)+ 7MQ—-1= N, cos @ (A=) /7+2f002g4,)5—%-cos’gq,/it—ﬂo)a.

2 2 2

(0= 0.) = (D= RV + 2 (0~ )p-@)+(0-9):
Wird nun die rechte Gleichungsseite an HStells der linken in aas exste Glied
dritter Orxdnung fiir x eingefilhrt, so verursacht die Vernachldmaiging des
zweiten und dritten Gliedes nux Fehlezr vieritex bzw. fiinfter Ordnung, ist
also zuldssig, Damit exgibt sich als erste Form filx X dle Gleichung

X =(A-Ao) NCOS @ [T~ (A=~20V (1+ SV 0)+-( 4~ 4 ). (30a)

Die gweite Forxrm flix x ldBt sich ohne Schwierigkeit aus der exsten
herleiten. Mit Hilfe der ersten Gleichung (9) erhdlt manm

N .

coS ¢ =cos/y-# a//l =A.)° Sinp cos ]
und hiereus mit Vernaohlﬁssigung von Gliedern aritter Ordnung
coS = cosgo,+—-—/ﬂ.-—/1 o)° SIn Y Cos ¢ Sin .

A
Mit gleicher Genauigkeit kann im Gliede zweiter Oxdnung noch —=/, (= ()
gesetzt werden, s0 daB sich schlieBlich Q

COS (p =08 Y+ LIA=A,)° Sin? ¢, cos ¢, (31)

ergibt. Durch die Einftihyrung dieser tleichung in dlejenige flir x hat man
mit Vernachldssigung von Gliedern vierter Ordnung vorerst

X=[A-R) NCOS 9, [ 1+2(A=20)? SIT? 0~ (A2, (15 P)+ 2, - 0,) 7

Rierin kann nooh A=A, uné im zweiten Gliede uritter Ordnung (=0, ge=
setzt werden, so daf sioh als zweite Form fiir x die Gleichung )

X={A=Ao) N, COS @, [T-75 A=AV (1-55i7° g )+ L0, - )] (306)

ergibt.’
Aus der Gleichungsgruppe (12) konnen nun auch die Verzerrungse
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groBen direkt in Funktion von (Y, A .aargestelli weruen. Flir
; mE=p?
h=l-s=g=

folgt durch Einflhrung der Formeln (6) und (7) vorerst

7 2 2

fr= 7-21 5?[0:»2“0_%}2_/\{7 cos® ¢, /;l' -/'Lo) ]

und hieraus bie Glieder zweiter Ordnung einschlieBlich

=7~ 2 f2_2 122

h=T-}((0,~ ) *~(A=Aof cOS* @],

Ahnlich erh#lt man auob k und sin zld mit

K =T+ [0 ~@)~(A-Aof COS*@),
sin# d= 23 flp~p) (A=) cos® ¢]

{30c)

bzw.

= 2 Flg-@)~(A-A) cos? ).
Die Formelgruppe (30) gibt die Abbildung einer sphdroidischen ka-
lotte vom Ellipsoid in die Ebene. Wie ein Vergleich zeigt, ist sie mit der
Gruppe (16) identisch.
) Die Abbildungsgleiohungen der Ebene auf uas Ellipsoid werden nun
durch Umkehrung der Formelgruppe (,30) erhalten. Aus Gleichung (30) folgt
durch Aufl'cisung )

o Y o g ==L (0= IA-AF cOS? -3 (0~p)°

und earaus

0= %+—~+1(</)7 %)//1 = Ao COS? P+3%( -, .

2
Hierin kann das erste Gl.\eu dritter Ordnung wit —Qf/"?‘,i- y aas zwelite Glied
dritter Ordnung mit 7%:;‘" sultipliziert werden, ohne das uie genauigkeit se-

dndert wird. Es i‘olgt

%Q lfRa Qm(% WNA-2,) NV cos® §0+72 /?3 {% %)
und hieraus im Hinblick auf die (:leichungen (30) uad (30a)
s @
hus der ersten Gleiohung (9) ergibt sich vorerst
Q=@+ Qﬂ/ﬁ,—;to}e Sin @ cos .

Die Multiplikation des quadyatiachen Gliedes mit -}X—gg—g—g— 7 fihrt 2undchst

auf
1 N(A-A.) cos? ¢
Q=g VO fon ¢.
und im Hipblick auf die Gleichung (3@a) sowie bei Vertauschung von N mit
Ny Q it Q, und tan () mit tun (0, wit gleicher Yenauigkeit auf

Y= @'ZZMXTZ‘O” @y /320)
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Aus der Glelchung (30a) wira

A=A+ +ZA=AS (1+5I0° @)~ (09, ~ 4 (A= Ao).

0 A/cosgo I
Das erste Glied dritter Ordnung kann aurch /V_“'CCOO%% , das zwelte Glied arit-
ter Ordnung durch Q’" *Ncos erweltert werden; niemit wird

Im NC‘OS -
X__, 1 (AASWV cosw 2 542 )2 O (GG (A-AJNCOS
0/ ~-L &m 1t 0,
"/Vcosgp ‘2 Ncosy (1e2ton*g)- 0,° Ncos
¥it Beachtung der Gleichungen (30) und (30a) una bei Vertauschung von N und
0,,, mit /V1 im Nenner ergibt sich ohne Herabsetzung der Genauigkeit
X XY w2102 2
Aot N, cosy 4N3005¢7 72/\/’ Cosgp (1+2100° ¢). 320)
_Aus Gleichung (31) folgt durch Umkehrung

A}t

7 7 : SIN*Y,
- A-A, . 33
COSy COS¢, 2 AL g cosy, 3
Die Einflihrung dieser Gleichung in dio Formel (32b) fithrt zu
X 7 2 5/772@ 1 XY* ton?
= —— e s - On n
A )“"*/v CO0S ¢, zX(A )“”)/Vcosw *N7cosy 72/Vacosq>/7 *2 vl
Das erete Glied dritter Ordnung kann mit W’—CCSLQL multipliziert werden,
womit oich im Hinblick auf Gleiohung (30»)’ %
X 1 X XY 1 2
Q.
A=Ao* N,cosp, 2 N7cos ¢, fon* g3 Ny cosy ?N”cosgoﬁ +2 10" y)

ergibt. In den Gliedern dritter Ordnung darf ohne weiters {(/ mit (J, ver-
tauscht werden, so da8 schliefilich folgtt

X XY’

Die Gleichung (32¢) kann aber auch aus der Formel (30b) hergelei-
tet werden, ebenso wie die Gleichung (32b) aus der Formel (30a) entwickelt
wurde. Es ist

X 7 3 ‘m2 1 2
A= }da W —-//'L-A,,) /7'55//7 {0.,)‘2,‘/@—%) /A-A«g)'
Das erste Glied dritter Ordnung kann mit —LM y das zwelite Glised drit-
0n N, COS @ NPcos® i,
ter Ordnung mito—”’—f———i erweltert werden. Unter Verwendung der Formeln
’Ny COS (4
(30) und (30b) sowie mit Vertauschung von Qm mis /V1 im Nenner des zwelten

Gliedes dritter Ordnung ergibt sich

X 7 XY X '
A A"MCOS(ﬂ, ¥Ncosy’ ’ZN’cosgﬂ, 7-4ton*¢) (32c)

in voller Uebereinstimmung mit Gleichung (320).
Fur die Streckenverzerrung im Meridian folgt aus der ersten Glei-

chung (30c¢) durch Multiplikation des ersten Gliedes zweiter Ordnung mit
2

p’” und des zwelten Gliedes zweiter Ordnung mit-5% xe ohne Herabsetzung

der Genauigkeit im Hinblick auf die Formeln (30) und (30a)

heT-1 _g/;__ (324)
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und analog filr dle Streckenverzerrung im Parallelkreis sowie fiir die Winkel=-

verzerrung
Ve 7,,171 U;:zxz’
. Y- X2 yi-x 626’)
5%02;(y= i“g —753——-ZLZMAO¥=:;}-—F;z—ﬁ
0 0

Damit ist durch dia Gleichungsgruppe (32) die Abbildung der Ebene
auf das Rotationsellipsoid durch eine sphédroidische kalotte vollzogen. Die
Gleichungsgruppe (32) stimmt mit der Gruppe (18) und den Formeln (17a) voll
iiberein. :

b) Meridianstreifen.

Bei der Herleitung der Gleichungsgruppen fiir die Abbildung eines
Meridianstreifens bzw. Parallelstreifens vom Ellipsoid in die Ebene und zu-
riick kbnnen jetzt die bei der Entwicklung fiir eine sphdroidische Kalotte
gewonnenen &wischenexgebnisse mit Vorteil verwendet werden; die folgenden
Ausfiihrungen lassen sich im Hinweise darauf vielfach abkiirzen, ohne dal da-
bei die {bersichtlichkeit der Entwicklungen beeintrdchtigt wird. Wie immer,
80 werden auch im Folgenden die kntwicklungen so ausgefiihrt, dad alle Ab=
bildungsgleichungen bis Glieder dritter Ordnung einschlielilich, alle Ver=-
zerrungsgrbBen bis Glieder zweiter Ordnung einschliellich gelten.

Aus der Gleichungsgruppe (19) kdnnen die Abbilaungsgleichungen
flir einen Meridianstreifen in Funktion von m, p entnommen werden. Die kin-
fithrung der Formeln (6) und (7) in die Gleichung fiur y ergibt zunéchst

U 001+ 2 2 O (o) + 2 (1- 100 ) el B 37, g2 s

Durch Eintragung der FuBpunktbreite (/4 aus der ersten Formel (9) in das
erste Glied rechter Hand unter Verwendung des Brgebnisses (29) folgt

Y=0n (0-%)-%0n g(i-/lo)z sin ¢, cas p-4 0, Qﬂ//l—&,)g Q—Zl COS? ¢, +

N 2 ; 0 272 2
+£14L7Z;4;L-/1u)é£§-S”729%4';g%&égl;t-/thAé cos ¢%+
«2L(1-ton* ) Q&%ﬂ/ﬂu%a)z N cos? g,

und hieraus bei Beachtung der vor Gleichung (30) ausgefiihrten Bemsrkungen
ohne Schwierigkeit das einfache Resultat

Y=0n (P~ %). (3%)

Aus der Gleichung fiir x erhdlt man durch Eintragen der Formeln
(6) und (7)

Ncosg,, 4 2,1 AN} COS,
Ao vl e €OS iz (1410 3) 7

und unter teilweiser Anwendung der vor Gleichung (30a) angegebenen Verein-

X

fachungen mit gleicher Schirfe als qrste Form fiir x die Gleichung
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X=(A-AJNcosp-Z(A-A,) Ncos g. (Bh0)

Aus der Glelichung (34a) ergibt sich mlt Hilfe der Formel (31)
sofort die zweite Form flUr die Berechnung der Koorainate x mit

X=(A-2)N €OS @+ % [A=Af NSir? ¢, cos gL (A-A,] Ncos ¢
und mit Hinzunahme der Bemerkungen vor Gleichung (30b)
X=(A=Ao)N, COS Y-Z(A-AS N, CoS 9, (1-3 S’ @) . (39

Fir die VerzerrungsgroBen in Kunktion von QQ)% bekommt man aus aer
Gleichungsgruppe (19) mit Hilfe der Gleichung (7) una der zuldssigen Ver=-
einfachungen

N=1+F(A~A,)* cos* @,

k=7-4 (A=A, cos® @,
(Ghc)
St = -Z (A=A, cos?y

bzw.

J= -(A-A,F cos? .

Die Formelgruppe (34) gibt die Abbildung eines wmeridianstreifens
vom Rotationsellipsoid in die Ebene mit Hilfe geographischer hoorolnaten
99/4,, sie stimmt mit der Gruppe (21) voll tiberein.

Die RlUckabbildung von der Ebene auf adas Ellipsoid ergibt sich
durch Aufldsung der Gleichungsgruppe. (34). Aus Gleichung (34) folgt ’

(/)1=%+§é—/—. (35)
m

Durch Hinzuftigung der Formel (32a)
71X 4, (350)
=) ~5=— Taon q,
(p ¢1 2A/1Q1 (p1 v

ist bereits die Berechnung der geographischen Breite voliendet.
Aus der Gleichung (34a) erhdlt man

X

A=A+ et 2 (A =A,)
° Ncos;o 6/ ,
und durch Erweiterung des Gliedes aritter Ordnung mit %%gggg;%? im Hin=-
blick auf die Formel (34a) bel Vertauschung von N mit N; im Nenner
X3
A=Ag* - (35Y)

Mcosgo +g N’cosip
Die Anwendung der Formel (33) auf die Gleichung (35b) gibt mu~

nédchst
X A-Aof X
Sin?
A=At i os g Ncosqﬂ F AP " 6/\/36033(0
nach Erweiterung des ersten Gliedes dritter Ordnung mit N%cos® 9 pexomat

Ny*cos? g,
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‘men im Hinblick auf die Gleichung (34b) und bel Vertauschung von COS () mit
COS ¢ im zweiten Gliede dritter Ordnung
X
A=Ap+ 7-2 ton? 35¢,
0 Aé cos ¢, 6 Aé C(X;QO / ?%) / }
Die Gleichung (350) 1ldBt sich aber auch noch aus der Formel (34b)
ebenso erhalten, wie Gleichung (35b) aus der Kormel (%4a), idan hat vorerst

X
A=A+ A775537&; & //L—)l) (1-3 Sin ¢%L
N? cos? g,
N7 cos? g,
unter Verwendung von Gleichung (34b) die Formel

- X 2
/'l_/l"’L/\/,cosw, 7 Mcosgo (1-2 fan? ¢,). (35¢)

Die VergzerrungsgroBen erhdlt man unmittelbar aus der Gleichungs=

durch Erweiterung mit im Glleue aritter Ordnung ergibt sich

2
gruppe (340), wenn das jewellige Glied zwelter Oranung mit j%;— multipli-=
zlert und die Gleichung (34a) beachtet wird. Es folgt 0

S1X _7.1Xx
hetsd e, kel

2 2
Ro (3501)

X
5.
R
Die Glelchungen (35) geben die Abbildung eines ieridianstreifens

von der Ebene auf das Rotationsellipsoid und die zugehdrigen Verzerrunge-
groBen. Sie sind mit den Glelchungsgruppen (23) und (22b) ident.

singd = -4 7%52—
0

¢) Parallelstreifen.

Fir einen Parallelstreifen dient ale tleichungsgruppe (24) als
Ausgang. Mit Verwendung der Formeln (6) und (7) folgt fur y

U= 0 9~ SR Wi cos - L
-% fon* ¢, &—gz—_w—"m—ﬂw}z NZcos? g,

und welter bei Einfilhrung der FuBpunktbreite nach der ersten Kormel (9) un-
ter Anwendung der Entwicklung (29)

U=0.(6-¢) ng //1 -)* SI. 4, COS Y= mb/y(ﬁ—/"to)z)ﬂcoszgq#

7‘0/7(/3,/)_%) MZCOSQ%_

+20, ——/A —/1,,)2—5//72 0+

daraus erhdlt man im Hinblick auf die Ausflihrungen vor Gleichung (30) durch
entsprechende Zusammenfassung
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Y=0n (BRI T-F (A2 COS* P~ ip = @ )*]. G6)
Aus der Gleichung fiir x folgt bel Anweadunyg der Gleicanungen (6)
und (7)
- /\/cosgo
N,COS

und daraus bei Anwendung der vor Gleichung (3Ua) angegebenen Hemerkungen
als erste Form filr x die Glelchung

X=(A=A) NCOS 9 [1-Z(A-ASsin? p+L (0, - @) ]. (360)

'Elne zweite Form fiir die Berechnung der Koordinate x ergibt sich
unter Anwendung der Gleichung (31) auf das Ergebnis (36a) mit

X =(A-2) NCOS @[ 14-(A-A) ST = EAA) SIT 9+ 30~ @ T
und hievaus mit Hilfe der Bemerkungen vor Gleichung (30b)
X=(A-Ao) Ny cOS @, [T+3A-A) i o+ [, - ,)2]. (366)

Weiters bekommt man noch aus der Gleichungsgruppe (24a) fiir die -
VerzerrungsgréBen bei Einfilhrung der Formel (6) und aer zuldssigen Verein-

. 2/1n—tn )2 3 3 _4 3
oCOS %MT/%)*% = /O(ﬂe wﬂ) /‘{,COS%M-A(,)‘% fgnz%&cﬁo{,’eo—m—“&)’

fachungen
h=1-#(9- o),
/(=7+2Z((ﬂ1—§00)27
136¢)
sinZd=-%(p-@F
bzw.
- -(g-0)f

Die Formelgruppe (36), die die Abbilaung eines Parallelstreifens
vom Rotationsellipsoid in die Ebene darstellt, stimmt somit voliig mit den
Glelchvngen (26) iberein.

Die Abbildung von der Ebene suf cas bkllipsoid erfolgt durch.Umkeh-
rung der Glelchungen (36). Aus der Formel fiir y ergibt sich

so,=%“f+§M—Aa)zcos*wm-%%%m—%}%

die Multiplikation des exrsten ulleaes aritter Ordnung wit ;%3 , des zwel-
’ 3 0

ten Gliedes dritter Ordnung mit fa% fithrt im Hinblick auf die Forwmeln (3b)

o
und(36a) mit gleicher Genauigkeit zu .
Y, 1XY,1 &
Gpr=—+3 + . (37)
¥ = va. f?’ 3 /ﬂf

Mit Hinzunahme der Gleichung (32a)

- 7
7 w,ZNQ ran ¢, (37q)
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erhéilt man die geographische Breite 99 des rlickabzubildenden Punktes in Funk-
tion der ebenen, rechtwinkeligen Koordinaten x, y.
Aus der Formel (36a) folgt

A=A, Ncos 7 Z (A2 SiN* =2 (9~ ) (A=20).

Wird wieder das erste Glied dritter Ordnung mit——w————zL , das zweite Glied

#Ncos Vicos™y
=~ "' erweitert, so bekommt man daraus im Hinblic
S chosZ itert bekommt iu Hinblick

auf die Formeln (34) und (34a) und bei Vertauschung von N und O, mit N, im

Nenner

dritter Ordnung mit

X x° ng
A=At oS s *8 fcasp 10 7 NTCos g 70)

Aus Gleichung (37b) folgt mit Anwendung der Formel (33)

X 175 00X X’ 2 Xy*
A= A"’N,cosw, z (A=) ,cosgo Vcosp, St 6/v cos TFoosg T ¢- 2/\/, cosy’

nach Erwelterung des ersten Gliedes dritter Urdnung mit7$é§g§;1i erygibt sich

bei Beachtung der Gleichung (36b) und bei Vertauschung von ¢ wit (% in
den Gliedern dritter Ordnung
X 4 X2
A=A+ ton? r——, 37¢c)
o /v,cosw, 3/V’cos<p, % 2A/3c05</),

Dieses Ergebnis kann aber auch aus der Gleichung (%6b) ernhalten
werden, so wie die Gleichung (37b) aus der KFormel (36a) erhalten wurde. Es
wird

2
A= /%o/v CCE;W T ﬂ% ﬂ“) 3”7 G- z ﬂﬂ 9%) ﬂ%—v%
und daraus durch Multiplikation ades ersten Gliedes dritter Ordnung mit
3 3
M cos , des zwelten Gliedes dritter Oxdnung mit s cos ¢, unter
N cos? ¢y . sz N cos g,

Verwendung der Formelk (36) una (36b) und bei Vertauschung von On mit Nl
im Nenner des zweiten Gliedes dritter Ordnung
X )(é/ )
A=At oS i cosw, fon* g7 Feos g, * 37c)
Aus der Gleichungsgruppe (36¢) folgen schlieBlich noch aie Ver-
zerrungsgroBen, wenn das Glied zZweiter Ordnung mit J@%; wultipliziert und
die Gleichung (36) angewendet wird, mit R

L4 k144 H,
(37d)
Singd = -4 R W(.S"—T

Die Formelgruppe (37) gibt die Abbilaung von der kbene aut aas
Ellipsoid, durch einen Parallelstreifen sowie die zugehOrigen Verzerrungs-
gréBen, Sie stimmt mit den Formelgruppen (28) und (27a) vollkommen Uberein.

Damit ist die Herleitung der Gleichungen fir ale fldachentreue Ab=-
bildung der Systeme geringster Streckenverzerrung vom Kotationsellipsoid
in die Ebene und umgekehrt auch auf direktem wege vollzogen.
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6) Kormeln fiir aie praxVische Hechnung.

Im Folgenden sina nun aie fitr ale praktische Durchilihrung der Ab-
bildungen vom Ellipsoid auf die Ebene und uangekenhrt sewie die zur Berech-
nung dexr Strecken~ und Winkelverzerrung geeigneten Formelgruppen zusaamen=
gestellt, Dabei wurde noch vom Bogenmall auf das Winkelmal iibergegangen.

a) Sphirxoidische kalotte.

QL) Abbildung vom Ellipsoid auf ale Ebena.

Y=+t -g(/t -A) Sinypcos psinT,

U=0n (0~ @) SN 1" [T-F(A-Aof COS* ¢ Sin® 1=F{p,- @) siP 1],

X=[A=AJNCos @ sin T[ 1~ //1 AJ (1450 gﬂ)S/n T+ &g~ )P Sin? 7]
=(A-A) N,cos g .sin 1’/ 7—,7’//1—/1,,)2(7—5 Sin? ) Sin® 1+ (- ) Sin? 1],

h=T-2 /10~ @) Sin? I'~(A=A.)CoS* p Sin* T,

k=T+[lg-@)? Sin* T-(A-Afcos® v sin* 17,

§= +2[lp-@)? Sin T'-(A-A.) cos? psin 17 .

’ ﬁg) Abbildung von der Ebene auf das #ilipsoid.

W XY ,1__ ¥
”QS//]7 YYRISnT BRIsinT

w wf 2/\/95//77" fO[]%’

X 7 XY? 7 X?

A=At Frcos g an T & NPcos g, sinT “@Nicosg, Sin T (74 10n°¢,
/1" N, COS;S//N 4,\/’505)(5;//77 2 /\/3cos)4(05//77 (1+210n° 9),

her-f

P g/;:axz’ 5

6 =24 y-Xx
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b) Meridianstreifen,

CL) Abbildupg vom ELlipsoid auf die Ebene.

Oy =p+# Qﬂ//’t—/”to)e singcospsint',

Y =0n(0-0)SinT,

X = (A=A NCOS p Sin T [1-L{A-Af Sin® 7]
=A=AIN,cos 9, Sin 1'[1-EA-AF (1-35im° ) sin° 1],

5 =7+ F(A-Afc05%p Sin? T,

Kk =1-F(A-Af cos® ¢ Sim’ T,

d= -(A-AJfcos* psinT’.

ﬁ) Abbjildung von der Ebene auf das #llipsoid,

’ Y
= Q,,,S//77 ’
V= 2/\/05//77 on ¢,
X X?
A=A N, cos @, sinT’ 6/\/, cos ¢, sint’ (1-21on*g)
P X L1 x?
“N,cospsinT © N cos’psin?’
h = 7+2—1R)0(2 ’
_7a X
k 7 2 Roe )
g X
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c) Parallelstreifen,

Ol ) Abbildung vom Ellipsoid auf aie Ebefig.

@ - gzz+2—’év/ﬁ =) sl @ cosy sin T,

Y =0nlh=) SN T [1-3(A=2, COS* 9 SIn* T~ (49, = ) Sin* '],

X =(A-A)NCOS @ 5in 7' [T-F (A=) Sin? @ Sin? 1+ g(g/),— @) sty
=(A~Ao) N, COS (g, Sin T'[1+E(A-A.) SN @, Sin?T+2 (¢, - )P sin? 17,

h=1-¢,~4)f sn*T,

K=1+3(p- @) sin? T,

d=-(p-prsn’.

'ﬁ) Abbildung von der kbene auf aas kllipsoid.

N =)+ Y 7 Xy L1 Y’
Vs i, 0, sin T 2RISnT BRY ST’

V=4 2/\/0, 5//77 fany,,

A=At N, cos ;: sint 7 Aé3cos)<;,g;/h T "%Maco;;,sm 7 fan’ ‘”7
A COS; ST # Macosxg ;‘n 7'*51/\/,%03);5/7; 7 1 g,

f=1-2 R-y- o |

k=1ed .

4ur Durchfilihrung ser Kechnungen wit aem hiexr entwichelten iormel-
apparat kann noch bemerkt weraen, dal sie ziemlich rasch vor sioh gehen
wird, da die Berechnung aller Glieaer hohérer Oranung wit einer geringen
Stellenanzahl moglich ist. Fixr lﬁngenunterschieueﬂ /1,,, aie unter Awex
Grad liegen, kann bei der Abbildung in der KFormel fir 90, aer guotlent 7
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7

und bei der Rilckabbildung in aex lFormel fir QQaer Ausgruck A’Z’ /?2
gesetzt werden, ohne da8 hiedurch - cselhst bei giebenstelliger Reohnung -
die Genauigkeit der Frgebnisse heratgesetzt wiirde. wie ein Blick auf alie

zusammengestellten Formeln zeigt una wie oies auch schon fr&hers) aus ge=
fihrt wurde, ist die Meridianstreifenabbildung die giinstigste unter den

Systemen geringster Streckenverzerrung, umsowehxr als sich hier auber der
Einfachheit des Formelapparates such noch die kleir.en Lingenunterschiede

in den Gliedern hoherer Ordnung besonders vorteilhaft auswirken.

5)Ost;err.Zeli:sehr.f.Vermessmngzﬂw.. 26,dggsy ©.114-12%, 1948t ¥, Hauer, Ge-
nauigkeitsuntersuchung zur flidchentreuen Abbildung kleiner Bereiche aes ko=

tetionsellipsoids in die Ebene.
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